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ʏɸʉʊʀʅɸ III 

ɯɼɽʅʊʀʌɯʂɸʎɯʗ ʃɯʅɯʁʅʀʍ ɼʀʅɸʄɯʏʅʀʍ ʉʀʉʊɽʄ 

ɿ ʈʆɿʇʆɼɯʃɽʅʀʄʀ ʇɸʈɸʄɽʊʈɸʄʀ ʊɸ ʅɽʃɯʅɯʁʅʀʍ 

ɼʀʅɸʄɯʏʅʀʍ ʉʀʉʊɽʄ 

ʈʦʟʜʽʣ 7 ʄɸʊɽʄɸʊʀʏʅɯ ʄʆɼɽʃɯ ʃɯʅɯʁʅʀʍ ɼʀʅɸʄɯʏʅʀʍ 

ʉʀʉʊɽʄ ɿ ʈʆɿʇʆɼɯʃɽʅʀʄʀ ʇɸʈɸʄɽʊʈɸʄʀ 

7.1 ɿʘʛʘʣʴʥʘ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʘ ʣʽʥʽʡʥʠʭ ʜʠʥʘʤʽʯʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʟ 

ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʠʤʠ ʧʘʨʘʤʝʪʨʘʤʠ 

В усіх попередніх розділах здійснювалась побудова математичних мо-

делей електромеханічних систем за умови, що їх параметри є зосередженими 

в просторі. 

Але існує досить багато фізичних процесів, що протікають в динаміч-

них об’єктах, параметри яких не можна вважати зосередженими в одній точці 

простору. 

Більше того, деякі об’єкти при моделюванні за одними ознаками мають 

зосереджені параметри, а за іншими — переходять в клас об’єктів з розподі-

леними параметрами. 

Нагадаємо, що будь-яку динамічну систему відносять до класу систем з 

розподіленими параметрами, якщо в її структурі є хоча б один елемент, реак-

ція на вхідний сигнал у якому суттєво запізнюється у порівнянні з реакціями 

усіх інших елементів цієї системи. 

У класі електронних систем — це системи, в структурі яких використо-

вуються лінії затримки сигналу. У класі електричних систем — це системи з 

довгими лініями електропередачі. У класі електромеханічних систем — це 

електроприводні системи з тросами, довгими штангами, конвеєрами і трубо-

проводами. У класі систем автоматичного керування технологічними проце-

сами — це системи з хімічними реакціями, з плавильними печами, з термоус-

тановками для випалювання, сушки чи випарювання та з іншими об’єктами, 
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процеси в яких через особливості динаміки чи протяжність у просторі проті-

кають суттєво повільніше, ніж в контурах управління ними. У класі автома-

тизованих систем управління — це системи з комп’ютерною обробкою інфо-

рмації за алгоритмами, що характеризуються суттєво більшими затратами 

часу на їх реалізацію у порівнянні з часом обробки інформації і прийняття 

рішень в інших контурах автоматизованої системи. 

Які ж особливості є характерними саме для систем з розподіленими па-

раметрами? 

Спробуємо дати відповідь на це запитання в загальних рисах на конк-

ретних прикладах. 

В підйомних кранах вантажі піднімаються і опускаються з використан-

ням тросів. Оскільки трос сплітається з великої кількості тонких сталевих 

дротів, то він має властивість витягуватись чи скорочуватись в залежності від 

ваги вантажу, прикріпленого до одного з його кінців. 

При підніманні вантажу трос спочатку витягується в «струну», але по-

тім, навіть при постійній швидкості обертання вала електродвигуна, який на-

мотує трос на котушку, завдяки взаємодії сил, обумовлених вагою вантажу і 

інерцією, в тросі виникають небажані повздовжні коливання, котрі розгой-

дують вантаж у вертикальній площині, заважаючи точно встановити його на 

нове місце і завдаючи цьому місцю та вантажу шкідливі удари. 

Як ще один приклад електромеханічних систем з тросами розглянемо 

систему електропривода конуса, яким закривається кругле завантажувальне 

вікно доменної печі на її вершині. Через це вікно у доменну піч до початку 

плавлення завантажується шихта. При завантаженні шихти металевий конус, 

призначенням якого є відкривання і закривання завантажувального вікна і 

який є підвішеним на тросі, знаходиться в своєму нижньому положенні, від-

криваючи широку щілину між конусом і місцем його посадки у завантажува-

льному вікні та створюючи можливість шихті через цю щілину висипатись у 

доменну піч. 
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Після завантаження шихти за допомогою троса, інший кінець якого 

прикріплено до котушки, з’єднаної з валом електродвигуна, металевий конус 

підтягується, закриваючи завантажувальне вікно. 

Висота деяких доменних печей сягає 70 метрів. Відстань від вертика-

льної осі доменної печі до місця встановлення електропривода конуса біля її 

підніжжя має аналогічний порядок. Тож довжина троса, яким передається 

рух від вала електродвигуна до конуса, може сягати 150 метрів. 

За рахунок повздовжніх коливань троса при підтягуванні конуса він за-

вдає таку кількість ударів по своєму ложу у завантажувальному вікні домен-

ної печі і такої сили, що кожна доменна піч не менше одного разу на рік ви-

магає ремонтних робіт для відновлення щільного прилягання в системі «ко-

нус — вікно». 

За допомогою електроприводів приводять у рух насоси перекачуваль-

них станцій нафтопроводів і компресори перекачувальних станцій газопро-

водів, котрих в Україні багато тисяч кілометрів. 

Основним результувальним параметром, яким регулюється продуктив-

ність нафто- і газопроводів, є тиск в рідині чи газі, котрий створюється дією 

насосів та компресорів і який передається вздовж трубопроводу зі швидкістю 

звуку, яка залежить від складу рідини чи газу. 

Через невисоку швидкість розповсюдження звукових хвиль, запізнення 

в їх появі на виході відрізка трубопроводу від однієї перекачувальної станції 

до іншої можуть сягати суттєвих значень, без врахування яких ефективної 

системи стабілізації тиску в трубопроводі побудувати не можна, оскільки си-

гнал з виходу об’єкта регулювання надходить по каналу зворотного зв’язку 

на регулятор, встановлений на вході об’єкта, зі значним запізненням і може 

слугувати причиною появи коливань тиску зі значною амплітудою. 

Для ряду конвеєрних транспортних систем, які є складовими в більш 

складних системах, наприклад, в системах випалювання залізорудних коту-

нів, чи системах сушіння сипких матеріалів, важливим є дотримання однако-

вої товщини шару матеріалу на конвеєрній стрічці. При нерівномірній подачі 
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матеріалу на стрічку на вході конвеєра стабілізувати товщину шару матеріа-

лу на цій стрічці можна лише змінюючи швидкість обертання приводних 

електродвигунів. І додаткові складнощі у побудові такої системи стабілізації 

створюються саме тим, що має місце запізнення появи вихідного сигналу 

об’єкта регулювання. І, звичайно ж, чим довшим є конвеєр, тим більшим бу-

де запізнення появи сигналу на його виході. 

В теорії автоматичного керування розроблено багато способів управ-

ління об’єктами з розподіленими параметрами, але кожен з них базується на 

тому, що відомою є математична модель об’єкта. 

Тож, в наступних підрозділах цього розділу покажемо, як отримати ма-

тематичну модель того чи іншого процесу, який протікає в об’єктах з розпо-

діленими параметрами. 

 

7.2 ʈʽʚʥʷʥʥʷ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʦʾ ʬʽʟʠʢʠ ʷʢ ʤʦʜʝʣʽ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʩʠʩʪʝʤ ʟ 

ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʠʤʠ ʧʘʨʘʤʝʪʨʘʤʠ 

Почнемо з побудови математичної моделі довгої лінії електропередачі 

ЛЕП (рис. 7.1), за допомогою якої електроенергія від генератора Г електро-

станції з електрорушійною силою E  через підвищувальний трансформатор 

ПТ з приведеним повним опором ʇZ  та знижувальний трансформатор Т з 

приведеним повним опором TZ  передається до навантаження Н з повним 

опором HZ . 

Об’єднаємо опір TZ  знижувального трансформатора Т з опором HZ  

навантаження в сумарний опір KZ , підключений до кінця лінії електропере-

дачі. 

Тоді функціональну схему (рис. 7.1) можна замінити принциповою 

схемою, наведеною на рис. 7.2, на якій довга лінія електропередачі ЛЕП по-

дається як послідовний ланцюг Г-подібних чотириполюсників з параметрами 

jR , jL , jG , jC  (на рис. 7.2 показано лише один з них: j -ий), де jR  — пито-
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мий активний опір j -ої ділянки фази ЛЕП, а jL , jG , jC  — відповідно, пи-

тома індуктивність, питома активна провідність і питома ємність цієї ділян-

ки. 

 

Г ПТ ЛЕП Т Н Н 
 

Рисунок 7.1 — Функціональна схема однієї фази електричної системи, до 
складу якої входить генератор Г електростанції, підвищувальний 

трансформатор ПТ, довга лінія електропередачі ЛЕП, знижувальний 
трансформатор Т та навантаження Н 
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Рисунок 7.2 — Принципова схема однієї фази електричної системи 

Позначимо ( ),u x t , ( ),i x t , відповідно, напругу і струм на вході j -го 

елемента схеми фази ЛЕП. Тоді на виході j -го елемента довжиною dx  ма-

тимемо напругу і струм, що дорівнюють: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,
, , ,

,
, , .

u x t
u x t u u x t dx

x
i x t

i x t i i x t dx
x

µë
+ D = +îî µ

ì
µî + D = +î µí

 (7.1) 

Запишемо перший та другий закони Кірхгофа для j -го елемента схеми 

фази ЛЕП, опускаючи у першому законі диференціали 2-го порядку, які є не-

скінченно малими величинами 2-го порядку малості. Матимемо: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
, , ,j j

u x t i x t
u x t u x t dx R dx i x t L dx

x t
µ µè ø

- + = Ö + Öé ùµ µê ú
, (7.2) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
, , ,j j

i x t u x t
i x t i x t dx G dx u x t C dx

x t
µ µè ø

- + = Ö + Öé ùµ µê ú
. (7.3) 

Розкриваючи квадратні дужки в лівій частині рівнянь (7.2), (7.3) і діля-

чи ці рівняння на dx , отримаємо: 

 ( ) ( ) ( ), ,
,j j

u x t i x t
R i x t L

x t
µ µ
- = Ö +
µ µ

, (7.4) 

 ( ) ( ) ( ), ,
,j j

i x t u x t
G u x t C

x t
µ µ
- = Ö +
µ µ

. (7.5) 

Приймаючи умову, що параметри jR , jL , jG , jC  є величинами стали-

ми і однаковими для всіх ділянок схеми фази ЛЕП, рівняння (7.4), (7.5) мож-

на записати так: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,
, ,

, ,
, .

u x t i x t
R i x t L

x t
i x t u x t

G u x t C
x t

µ µë
- = Ö +îî µ µ
ì
µ µî- = Ö +î µ µí

 (7.6) 

Диференціальні рівняння (7.6) в частинних похідних і задають матема-

тичну модель довгої лінії електропередачі. Для отримання їх однозначного 

розв’язку необхідно задати початкові ( ), 0i x , ( ), 0u x  та граничні ( )0, 0i , 

( )0, 0u  або ( ), ki l t , ( ), ku l t  умови. 

Замість системи двох диференціальних рівнянь в частинних похідних 

1-го порядку (7.6) відносно функцій ( ),u x t , ( ),i x t  як модель довгої ЛЕП 



 
174 

можна використовувати і одне диференціальне рівняння в частинних похід-

них 2-го порядку відносно лише однієї функції ( ),u x t : 

 ( )
2 2

2 2 0u u uLC RC GL GRu
tx t

µ µ µ
- - + - =

µµ µ
, (7.7) 

або лише однієї функції ( ),i x t : 

 ( )
2 2

2 2 0i i iLC RC GL GRi
tx t

µ µ µ
- - + - =

µµ µ
, (7.8) 

які легко отримати із рівняння (7.6) шляхом додаткового диференціювання і 

підстановки одного рівняння в інше. 

Покажемо це на прикладі отримання рівняння (7.8). 

ʇʝʨʰʠʡ ʢʨʦʢ: продиференціюємо за x  друге рівняння системи (7.6), в 

результаті чого отримаємо: 

 ( ) ( ) ( )2 2

2
, , ,i x t u x t u x t

G C
x t xx

µ µ µ
- = +

µ µ µµ
. (7.9) 

ɼʨʫʛʠʡ ʢʨʦʢ: підставимо замість першого члена в правій частині рів-

няння (7.9) його значення із першого рівняння системи (7.6), в результаті чо-

го отримаємо: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2
, , ,

,
i x t i x t u x t

G R i x t L C
t t xx

µ µ µè ø
- = - Ö - +é ùµ µ µµ ê ú

. (7.10) 

ʊʨʝʪʽʡ ʢʨʦʢ: продиференціюємо перше рівняння системи (7.6) за t , в 

результаті чого отримаємо: 

 ( ) ( ) ( )2 2

2
, , ,u x t i x t i x t

R L
x t t t

µ µ µ
- = +
µ µ µ µ

. (7.11) 

ʏʝʪʚʝʨʪʠʡ ʢʨʦʢ: пам’ятаючи про те, що при незалежних змінних чер-

говість диференціювання функції від них для отримання змішаної частинної 

похідної 2-го порядку ролі не грає, підставимо замість останнього члена в 

правій частині рівняння (7.10) його значення з рівняння (7.11), в результаті 

чого отримаємо: 



 
175 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2
, , , ,

,
i x t i x t i x t i x t

GR i x t GL C R L
t tx t

è øµ µ µ µ
- = - Ö - + - -é ù

µ µµ µé ùê ú
. (7.12) 

ʇôʷʪʠʡ ʢʨʦʢ: переносимо усі члени рівняння (7.12) в одну сторону і 

зводимо подібні члени, в результаті чого отримаємо рівняння (7.8). 

Аналогічним способом шляхом вилучення функції ( ),i x t  та її похідних 

із системи (7.6) виводиться і рівняння (7.7). 

Легко бачити, що обидва вони мають однакову структуру. 

В теорії диференціальних рівнянь в частинних похідних рівняння (7.7), 

(7.8) відносять до рівнянь математичної фізики гіперболічного типу. З цих 

рівнянь шляхом прирівнювання до нуля окремих параметрів можна отримати 

математичні моделі трубопровідних ліній і тросів. 

Очевидно, що в трубопроводах витік газу чи рідини через стінку відсу-

тній, тому для них справедливою буде умова 

 0G = . (7.13) 

З фізики відомо, що для гідравлічних і пневматичних систем аналогом 

електричної напруги ( ),u x t  є тиск ( ),p x t , а аналогом електричного струму 

( ),i x t  є об’ємна витрата ( ),Q x t , тобто для трубопроводів є справедливим 

 
( ) ( )
( ) ( )

, , ,

, , .

u x t p x t

i x t Q x t

=ëî
ì

=îí
 (7.14) 

З врахуванням умов (7.13), (7.14) з (7.7), (7.8) знайдемо, що математич-

ні моделі гідравлічних або пневматичних трубопроводів мають вигляд: 

 ( ) ( ) ( )2 2

2 2
, , ,

0
p x t p x t p x t

LC RC
tx t

µ µ µ
- - =

µµ µ
, (7.15) 

 ( ) ( ) ( )2 2

2 2
, , ,

0
Q x t Q x t Q x t

LC RC
tx t

µ µ µ
- - =

µµ µ
. (7.16) 

В рівняннях (7.15), (7.16): 

 2
8 ɼR

f
pm

= , (7.17) 
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 L
f
r
= , (7.18) 

 2
fC
ar

= , (7.19) 

де f  — площа поперечного перерізу труби, ɼm  — динамічний коефіцієнт 

в’язкості газу чи рідини, r  — густина газу чи рідини, a  — швидкість розпо-

всюдження звуку в газі чи рідині. 

Рівняння (7.15), (7.16) залишаються в класі гіперболічних рівнянь ма-

тематичної фізики. 

Якщо цікавить передача тепла вздовж довгого ізольованого стержня, 

то, враховуючи умови 

 ( ) ( ), ,u x t x tq= , (7.20) 

 
0,
0,

G
L
=ë

ì =í
 (7.21) 

для опису процесу зміни температури ( ),x tq  в часі і вздовж стержня, з рів-

няння (7.7) отримаємо модель: 

 ( ) ( )2

2
, ,

0
x t x t

RC
tx

q qµ µ
- =

µµ
, (7.22) 

яку називають ʨʽʚʥʷʥʥʷʤ ʪʝʧʣʦʧʨʦʚʽʜʥʦʩʪʽ і відносять до класу параболіч-

них рівнянь математичної фізики. 

В рівнянні (7.22) 

 cRC r
l

= , (7.23) 

де r  — густина матеріалу стержня, c  — питома теплоємність цього матеріа-

лу, а l  — коефіцієнт його теплопровідності. 

Аналогічну модель за умови (7.21) та умови 

 ( ) ( ), ,i x t q x t=  (7.24) 

із рівняння (7.8) можна отримати для опису процесу розповсюдження тепло-

вого потоку ( ),q x t  в часі та вздовж стержня, а саме: 
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 ( ) ( )2

2
, ,

0
q x t x t

RC
tx

µ µ
- =

µµ
, (7.25) 

для якої є також справедливою умова (7.23). 

Слід зазначити, що рівняннями параболічного типу описуються також 

процеси передачі низькочастотних сигналів в телеграфних і телефонних ка-

белях, для яких в достатньому для практичних розрахунків наближенні вико-

нується умова (7.21). 

Тож процес розповсюдження напруги ( ),u x t  в такому кабелі досить 

точно описується рівнянням 

 ( ) ( )2

2
, ,

0
u x t u x t

RC
tx

µ µ
- =

µµ
, (7.26) 

а процес розповсюдження струму — рівнянням 

 ( ) ( )2

2
, ,

0
i x t i x t

RC
tx

µ µ
- =

µµ
. (7.27) 

З теорії подібності відомо, що аналогом електричної напруги ( ),u x t  

для механічних систем є швидкість руху тіла ( ),v x t , аналогом електричного 

струму ( ),i x t  є сила ( ),F x t , яка діє на тіло, а аналогами індуктивності L , 

активного опору R  та ємності C , відповідно, є податливість n , механічна 

провідність тертя h  та маса m . 

Виходячи з указаних аналогій, а також з того, що для тросів, як і для 

трубопроводів, справедливою є умова (7.13), із рівнянь (7.7), (7.8) можна за-

писати математичні моделі для троса у вигляді: 

 ( ) ( ) ( )2 2

2 2
, , ,

0
v x t v x t v x t

n m h m
tx t

µ µ µ
- Ö - Ö =

µµ µ
, (7.28) 

 ( ) ( ) ( )2 2

2 2
, , ,

0
F x t F x t F x t

n m h m
tx t

µ µ µ
- Ö - Ö =

µµ µ
. (7.29) 

Ці моделі суттєво спрощуються, не вносячи суттєвих похибок, якщо не 

враховувати механічну провідність тертя в тросі, тобто за умови, що 

 0h = . (7.30) 
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У цьому випадку з рівнянь (7.28), (7.29) матимемо: 

 ( ) ( )2 2

2 2
, ,

0
v x t v x t

n m
x t

µ µ
- Ö =

µ µ
, (7.31) 

 ( ) ( )2 2

2 2
, ,

0
F x t F x t

n m
x t

µ µ
- Ö =

µ µ
. (7.32) 

Рівняння (7.31), (7.32) в математичній фізиці носять назву рівнянь ко-

ливання струни. 

Завершимо розгляд математичних моделей об’єктів з розподіленими 

параметрами моделлю широко розповсюдженого теплообмінника типу «тру-

ба в трубі» (рис. 7.3). 

 q 

x 
ɗ1 v1 

v2 

v1 

ɗ2 

ɗs 

 
Рисунок 7.3 — Повздовжній розріз секції теплообмінника 

типу «труба в трубі» 

Цю модель запишемо лише для процесу зміни в часі та вздовж труби 

температури в рідких середовищах 1q , 2q  та у стінці sq , що їх розділяє. 

При розробці цієї моделі використано дуже розповсюджений і практи-

чно підтверджений принцип, що швидкість зміни температури q  рідини, що 

переміщується зі швидкістю v  в часі та вздовж труби, яка характеризується 

відповідними похідними, пропорційна різниці температур цієї рідини та стін-

ки, від якої надходить потік тепла, тобто 

 

( )

( )

( ) ( )

1 1
1 1 1

2 2
2 2 2

1 1 2 2

,

,

,

s s

s s

s
s s s s

t x

t x

t

q q
l c q q

q ql c q q

q
c q q c q q

µ µë + = -î µ µî
µ µî + = -ì µ µî
µî = - + -î µí

 (7.33) 
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де 1q  — температура рідини в зовнішній трубі, 2q  — температура рідини у 

внутрішній трубі, sq  — температура тонкої стінки внутрішньої труби, яка 

розділяє рідини, 1sc , 2sc , 1sc , 2sc  — коефіцієнти теплопровідності між сті-

нкою внутрішньої труби і рідинами, 1l , 2l  — коефіцієнти, які характеризу-

ють режими роботи теплообмінника і визначаються через швидкість рідин, 

тобто: 

¶ в режимі току (коли обидві рідини рухаються по трубах в одному на-

прямку): 

 1 1 2 2,v vl l= = , (7.34) 

¶ в режимі протитоку (коли обидві рідини рухаються по трубах назу-

стріч одна одній): 

 1 1 2 2,v vl l= = - . (7.35) 

Моделлю (7.33) і завершимо розгляд моделей елементів систем з роз-

поділеними параметрами, що базуються на рівняннях математичної фізики. 

Очевидно, що у випадках, коли необхідно проаналізувати лише проце-

си, які протікають в конкретних об’єктах з розподіленими параметрами, до-

статньо задати початкові та граничні умови і розв’язати відповідні рівняння 

математичної фізики, що описують процеси в цих об’єктах. Якщо ж об’єкт з 

розподіленими параметрами є складовою ланкою системи, то аналіз процесу 

в ньому буде не таким простим. 

 

7.3 ɸʥʘʣʽʟ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʥʠʭ ʤʦʜʝʣʝʡ ʩʠʩʪʝʤ ʟ ʨʦʟʧʦʜʽʣʝʥʠʤʠ 

ʧʘʨʘʤʝʪʨʘʤʠ 

В найбільш загальному вигляді математична модель об’єкта з розподі-

леними параметрами на основі диференціальних рівнянь в частинних похід-

них отримана у вигляді (7.6). 

Як показано в попередньому підрозділі, із системи рівнянь (7.6) можна 

отримати всі інші важливі для практики моделі об’єктів з розподіленими па-
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раметрами як в класі диференціальних рівнянь математичної фізики гіпербо-

лічного типу, так і параболічного. 

Тож немає потреби аналізувати всі отримані в попередньому підрозділі 

моделі. Достатньо провести аналіз найбільш загальної моделі у вигляді (7.6) і 

показати як розповсюдити отримані результати на всі інші випадки. 

Вважаючи початкові умови нульовими, перетворимо за Лапласом рів-

няння системи (7.6), вважаючи незалежною змінною час t , а x  розглядаючи 

як параметр. В результаті перетворення отримаємо: 

 ( ) ( ) ( ),
,

dU x p
R pL I x p

dx
- = + Ö , (7.36) 

 ( ) ( ) ( ),
,

dI x p
G pC U x p

dx
- = + Ö . (7.37) 

Звертаємо увагу, що після перетворення за Лапласом, тобто взяття ін-

тегралів Лапласа за змінною t , функції ( ),U x p , ( ),I x p  стають функціями 

лише однієї незалежної змінної x  з параметром p , тож в рівняннях (7.36), 

(7.37) маємо право розглядати не частинні похідні від функцій, як було в 

(7.6), а звичайні. 

Продиференціювавши за x  рівняння (7.36), отримаємо: 

 ( ) ( ) ( )2

2
, ,d U x p dI x p

R pL
dxdx

- = + . (7.38) 

Підставивши в рівняння (7.38) значення похідної струму з рівняння 

(7.37) і перенісши всі члени в одну сторону, матимемо: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
,

, 0
d U x p

R pL G pC U x p
dx

- + Ö + Ö = . (7.39) 

Рівняння (7.39) є диференціальним рівнянням 2-го порядку відносно 

( ),U x p  за змінною x , характеристичне рівняння якого має вигляд: 

 ( ) ( )2 0R pL G pCg - + Ö + = . (7.40) 

Коренями рівняння (7.40), очевидно, є 

 ( ) ( )1,2 R pL G pCg = ° + Ö + . (7.41) 
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Зауважимо, що корінь 1g , як правило, називають ʢʦʝʬʽʮʽʻʥʪʦʤ ʨʦʟʧʦ-

ʚʩʶʜʞʝʥʥʷ ʭʚʠʣʽ, або ʭʚʠʣʝʚʦʶ ʩʪʘʣʦʶ, і позначають як  

 ( ) ( ) ( )p R pL G pCg = + Ö + . (7.42) 

Введення (7.42) дає нам право стверджувати, що 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2,p p p pg g g g= = - . (7.43) 

З теорії диференціальних рівнянь відомо, що загальний розв’язок ди-

ференціального рівняння 2-го порядку (7.39) можна записати у вигляді: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2, p x p xU x p a p e a p eg g= Ö + Ö , (7.44) 

або, враховуючи (7.42), (7.3), у вигляді: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, p x p xU x p a p e a p eg g-= Ö + Ö . (7.45) 

Для визначення ( )1a p , ( )2a p  використаємо граничні умови, які, як ви-

дно з рис. 7.2, мають вигляд: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 0ʇU p E p I p Z p ʜʣʷ x= - Ö = , (7.46) 

 ( ) ( ) ( ), , KU l p I l p Z p ʜʣʷ x l= Ö = . (7.47) 

Підставляючи 0x =  в рівняння (7.44), отримаємо: 

 ( ) ( ) ( )1 20,U p a p a p= + , (7.48) 

або, з врахуванням (7.46): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0, ʇa p a p E p I p Z p+ = - Ö . (7.49) 

Продиференціювавши (7.45) за x , отримаємо: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

, p x p xdU x p
p a p e p a p e

dx
g gg g -= Ö Ö - Ö Ö . (7.50) 

Зіставлення рівнянь (7.36) та (7.50) дає нам право записати, що 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, p x p xR pL I x p p a p e p a p eg gg g -- + Ö = Ö Ö - Ö Ö , (7.51) 

або 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1, p x p xp a p p a p
I x p e e

R pL R pL
g gg g-Ö Ö

= -
+ +

. (7.52) 

При 0x =  з рівняння (7.52) матимемо: 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 10,
p a p p a p

I p
R pL R pL

g gÖ Ö
= -

+ +
, (7.53) 

При x l=  із рівняння (7.52) матимемо: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1, p l p lp a p p a p
I l p e e

R pL R pL
g gg g-Ö Ö

= -
+ +

, (7.54) 

а з рівняння (7.45): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, p l p lU l p a p e a p eg g-= Ö + Ö . (7.55) 

Підставляючи (7.53) в (7.49), а (7.54) і (7.55) в (7.47), отримаємо два рі-

вняння з двома невідомими ( )1a p , ( )2a p , а саме: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1
1 2

2
1 2

1

,

,

ʇ ʇ

p l p l p lK

p lK

p a p Z p p a p Z p
a p a p E p

R pL R pL
p a p Z p

a p e a p e e
R pL

p a p Z p
e

R pL

g g g

g

g g

g

g

- -

ë
+ = - +î + +î

îî + = -ì +î
î
-î

+îí

 (7.56) 

або 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 1 ,

1 1 0.

ʇ ʇ

p l p lK k

p Z p p Z p
a p a p E p

R pL R pL

p Z p p Z p
a p e a p e

R pL R pL
g g

g g

g g-

ë å õ å õ
- + + =î æ ö æ ö+ +î ç ÷ ç ÷

ì
å õ å õî + + - =æ ö æ öî + +ç ÷ ç ÷í

 (7.57) 

Розв’язуючи систему рівнянь (7.57), знайдемо, що 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1

2

,

.

p l
K

p l
ʇ K

p l
K ʇ

p l
K

p l
ʇ K

p l
K ʇ

R pL p Z p R pL e E p
a p

R pL p Z p R pL p Z p e

R pL p Z p R pL p Z p e

R pL p Z p R pL e E p
a p

R pL p Z p R pL p Z p e

R pL p Z p R pL p Z p e

g

g

g

g

g

g

g

g g

g g

g

g g

g g

-

-

-

ë + - Ö + Ö Ö
î = -
î + + Ö + + -
î
î
î - + - Ö + -î
ì
î + + Ö + Ö Ö

=î
+ + Ö + + -î

î
î
î - + - Ö + -í

3

3

3

3

 (7.58) 

Нехай 
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

, , , , ,

.

ʇ K ʇ

p l
K K

p l
ʇ

A R L Z Z p R pL p Z p

R pL p Z p e R pL p Z p

R pL p Z p e

g

g

g g

g g

g -

= + + ³

³ + + Ö - + - ³

³ + - Ö

 

(7.59)

 

Підставляючи значення ( )1a p , ( )2a p  із (7.58) у (7.45) з врахуванням 

(7.59), отримаємо: 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

,

.
, , , , ,

p x l
K

p x l
K

ʇ K

U x p R pL p Z p e

E p R pL
R pL p Z p e

A R L Z Z p

g

g

g

g
g

- -

-

è= + + Ö -éê
Ö +ø- + - Ö Öùú

 
(7.60)

 

Оскільки передаточна функція об’єкта ( ),W x p  — це відношення пере-

творених за Лапласом вихідного сигналу ( ),U x p  до вхідного ( )E p , то 

 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

,
, , , , ,

,

ʇ K

p x l
K

p x l
K

R pLW x p
A R L Z Z p

R pL p Z p e

R pL p Z p e

g

g

g

g

g

- -

-

+
= ³

è³ + + Ö -éê
ø- + - Ö ùú

 

(7.61)

 

а рівняння (7.60) можна записати і так: 

 ( ) ( ) ( ), ,U x p W x p E p= Ö . (7.62) 

Якщо довга лінія є об’єктом управління, а тому цікавими є процеси, що 

в ній протікають, як у часі, так і в просторі, тобто вздовж обох координат t , 

x , то в структурній схемі такої системи цю лінію слід враховувати передато-

чною функцією (7.61). 

Якщо ж довга лінія є елементом зв’язку між регулятором та об’єктом 

управління, то не будемо цікавитись процесами, які протікають у самій лінії 

вздовж координати x , а цікавитимось лише передавальними властивостями 

лінії, і тому у структурній схемі її слід враховувати передаточною функцією 

( ),W l p , яку отримаємо із (7.61) підстановкою x l= , тобто функцією 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
,

, , , , ,
K

ʇ K

R pL p Z p
W l p

A R L Z Z p
g
g

+
= . (7.63) 
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Для трубопроводів структура передаточних функцій (7.61), (7.63) збері-

гається, але в зв’язку з виконанням для них умови (7.13) змінюється вираз, за 

допомогою якого визначається параметр ( )pg , тобто замість (7.42) будемо 

використовувати 

 ( ) ( )* p pC R pLg = + . (7.64) 

А для процесу передачі тепла в довгому ізольованому середовищі у 

зв’язку з виконанням умови (7.21) змінюється як параметр ( )pg , тобто за-

мість (7.42) слід використовувати 

 ( )* p pRCg = , (7.65) 

так і структура передаточних функцій (7.61), (7.63), тобто замість них слід 

використовувати 

 
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )* *

* ,
* ,* , , ,

* * ,

ʇ K

p x l p x l
K K

RW x p
A R Z Z p

R p Z p e R p Z p eg g

g

g g- - -

= ³

è ø³ + Ö - - Öé ùê ú

 
(7.66)

 

 ( ) ( ) ( )
( )

2 *
* ,

* ,* , , ,
K

H K

R p Z p
W l p

A R Z Z p
g
g

Ö Ö
= , (7.67) 

де 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

*

*

* ,* , , , * *

* * .

p l
ʇ K ʇ K

p l
K ʇ

A R Z Z p R p Z p R p Z p e

R p Z p R p Z p e

g

g

g g g

g g -

= + + -

- - -
 
(7.68)

 

Нагадаємо, що рівнянням математичної фізики параболічного типу 

описується не лише процес передачі тепла, а й процес передачі низькочасто-

тних сигналів в телефонних і телеграфних лініях. А тому для передаточних 

функцій телефонних і телеграфних довгих ліній теж будуть справедливими 

співвідношення (7.65) – (7.68). 

Ще більш простими є вирази для ( )pg , ( ),W x p , ( ),W l p , за допомо-

гою яких в системах управління описуються троси, оскільки для них викону-
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ється не лише умова (7.13), але й умова (7.30). Для тросів замість (7.42), 

(7.61) та (7.63) матимемо: 

 ( )* * p p LC p n mg = = Ö , (7.69) 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

* *

* *

2 * *
* * ,

* * ,* *, , ,

* *
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A n Z Z p

p n p Z p e

p n p Z p e

g

g

g
g

g

g

- -

-

Ö Ö Ö
= ³

è³ Ö + Ö -éê
ø- Ö - Ö ùú

 

(7.70)

 

 ( ) ( ) ( )
( )

2 * *
* * ,

* * ,* *, , ,
K

ʇ K

p n p Z p
W l p

A n Z Z p
g
g

Ö Ö Ö
= , (7.71) 

 

( ) ( ) ( )( )
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( ) ( )( ) ( )
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ʇ
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p n p Z p e p n p Z p

p n p Z p e

g

g

g g

g g

g -
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³ Ö + Ö - Ö - ³

³ Ö - Ö

 

(7.72)

 

Тепер розглянемо більш детально модель теплообмінника «труба в 

трубі» (7.33). 

Перетворюючи за Лапласом третє рівняння системи (7.33), отримаємо: 

 
( ) ( ) ( )

( )

1 2
1 2

1 2 1 2

1 2

, , ,

, 0
,

s s
s

s s s s

s

s s

x p x p x p
p p

x
p

c cq q q
c c c c

q
c c

= + +
+ + + +

+
+ +

 
(7.73)

 

де 

 ( ) ( ) 0
, 0 ,s s t

x x tq q
=

=  (7.74) 

— початкова умова вздовж стінки, що розділяє рідини з температурами 1q  і 

2q . 

Аналогічно, перетворюючи за Лапласом перше і друге рівняння систе-

ми (7.33), матимемо: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2

,
, , , 0 ,

,
, , , 0 ,

s s s

s s s

d x p
p x p x p x

dx
d x p

p x p x p x
dx

q
c q l c q q

q
c q l c q q

ë
+ + = +îî

ì
î + + = +îí

 (7.75) 

де 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 1 0

2 2 0

, 0 , ,

, 0 ,
t

t

x x t

x x t

q q

q q
=

=

ë =î
ì

=îí
 (7.76) 

— початкові умови для температури в обох рідинах вздовж труби. 

Підставляючи в рівняння (7.75) значення ( ),s x pq  із (7.73), отримаємо: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1 1 1

1 2

12 1
2 1

1 2 1 2

,
,

, 0
, , 0 ,

s s
s

s s
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x p x
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q c cl c q
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å õ
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(7.77)
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s s
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c qc c q q
c c c c

å õ
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(7.78)

 

Перетворюючи рівняння (7.77), (7.78) за Лапласом за просторовою ко-

ординатою x , матимемо: 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1 1

1 2

12 1
2 1 1 1
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,
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(7.79)
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(7.80)

 

Позначимо: 
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( )

( )

1 1
1 1 1

1 2

2 2
2 2 2

1 2
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, .

s s
s

s s

s s
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s s

B q p q p
p

B q p q p
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c cl c
c c
c cl c
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ì
î = + + -
î + +í

 (7.81) 

З врахуванням (7.81), рівняння (7.79), (7.80) можна переписати так: 

 
( ) ( )( ) ( )

( )
( )( )

( ) ( )
( )

2 1
1 2

1 1 2

1 1 1 1

1 1 2 1

, ,
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, 0 , 0 0,
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(7.82)
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(7.83)

 

Підставляючи рівняння (7.82) в (7.83), отримаємо рівняння відносно 

( )2 ,q pq  та початкових ( )1 , 0qq , ( ), 0s qq , ( )2 , 0qq  і граничних ( )1 0, pq , 

( )2 0, pq  умов, розв’язуючи яке отримаємо двовимірне зображення за Лапла-

сом моделі температурного процесу ( )2 ,q pq , застосовуючи до нього двови-

мірне обернене перетворення за Лапласом, знайдемо ( )2 ,x tq . 

За аналогією, підставляючи рівняння (7.83) у (7.82) і застосовуючи на-

ведений вище алгоритм, знайдемо ( )1 ,x tq . 

Слід зазначити, що якщо теплообмінник є елементом якоїсь замкнутої 

системи керування, то в структуру цієї системи він увійде структурною схе-

мою, наведеною на рис. 7.4. 

Оскільки передаточні функції окремих ланок на цій схемі легко визна-

чаються її зіставленням з рівняннями (7.82), (7.83), то окремо виписувати їх 

не будемо. 

Але, як і в кінці попереднього підрозділу, ще раз наголошуємо на тому, 

що структурною схемою, наведеною на рис. 7.4, з відповідно визначеними 

двовимірними передаточними функціями, теплообмінник «труба в трубі» 
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слід задавати лише у випадках, коли він є складовою ланкою більш складної 

системи, наприклад, системи автоматичного керування, і процеси в ньому ці-

кавитимуть у взаємозв’язку з процесами в інших складових ланках цієї сис-

теми. 

 

2l  

( )p,qW22  

( )p,qW12  

( )p,qWs2  

( )p,qWs1  

( )p,qW21  

( )p,qW11  

1l  

( )p,02q  
( )02 ,qq  

( )p,q1q  

( )p,01q  

( )01 ,qq  

( )0,qsq  

( )p,q2q  

 
Рисунок 7.4 — Структурна схема теплообмінника «труба в трубі» 

Якщо ж викликають цікавість лише процеси, що протікають в тепло-

обміннику, який розглядається сам по собі, то простіше такий аналіз здійс-

нювати шляхом безпосереднього розв’язання рівнянь (7.33) чисельними ме-

тодами за допомогою комп’ютерів, оснащених пакетами Mathcad чи Matlab. 
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7.4 ʄʘʪʝʤʘʪʠʯʥʽ ʤʦʜʝʣʽ ʩʠʩʪʝʤ ʟ ʯʠʩʪʠʤ ʟʘʧʽʟʥʝʥʥʷʤ 

В класі систем з розподіленими параметрами особливе місце займають 

системи з чистим запізненням. 

Це, наприклад, технологічні об’єкти з переміщенням матеріалів за до-

помогою конвеєрів, пристрої з лініями затримки сигналу чи хімічні реактори 

з конвеєрним або лопатевим переміщенням реагентів. 

Їх особливе місце пояснюється тим, що після визначення чистого запі-

знення проходження сигналу в таких об’єктах процеси в них можна описува-

ти за допомогою звичайних диференціальних рівнянь, а не рівнянь в частин-

них похідних, що значно простіше. 

Почнемо розгляд моделей об’єктів з чистим запізненням з найпрості-

шого з них — лінії затримки (ЛЗ) сигналу (рис. 7.5). 

 

ЛЗ ( )tx  ( )ty  

( )tx  

0 

а) в) 

б) г) 

t 1 

( )ty  

0 
t 1 

ɿpe t-  ( )pX  ( )pY  
ɿt  

 
Рисунок 7.5 — Функціональна і структурна схеми лінії затримки 

та графіки її вхідного ( )x t  і вихідного ( )y t  сигналів 

Як видно з рис. 7.5, в та рис. 7.5, г, ЛЗ лише затримує проходження вхі-

дного сигналу, не змінюючи його форми. 

Знайдемо передаточну функцію ЛЗ. 

За визначенням вона дорівнює відношенню перетворених за Лапласом 

вихідного та вхідного сигналів. Тож 
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(7.84)

 

Якщо згадати, що АФЧХ об’єкта — це 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j
p j

W j W p P jQ A e j w
w

w w w w
=

= = + = , (7.85) 

де ( )P w , ( )Q w , ( )A w , ( )j w  — відповідно, дійсна, уявна, амплітудна та фа-

зова частотні характеристики, то із (7.84), (7.85) випливає, що: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
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cos , sin ;
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îî = = -ì
î = = -îí

 (7.86) 

На рис. 7.6 наведені усі частотні характеристики ЛЗ, що визначаються 

співвідношеннями (7.86), які є її математичними моделями в частотній обла-

сті. 
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Рисунок 7.6 — Частотні характеристики лінії затримки сигналу 
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Очевидно, що всі моделі, визначені для лінії затримки сигналу, будуть 

справедливими і для конвеєрних ліній з тією лише різницею, що характерис-

тики ( )W p , ( )W jw , ( )P w , ( )Q w  і ( )A w  будуть мати множником коефіці-

єнт передачі Kk , який буде меншим одиниці в разі, якщо частина матеріалу, 

що насипається на конвеєр на його вході, просипаючись, не доходить до його 

кінця, тобто для конвеєра 
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W p k e W j k e
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t wtw
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w j w wt

- -ë = =
îî = = -ì
î = = -îí

 (7.87) 

Перейдемо до розгляду хімічних реакторів. 
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Рисунок 7.7 — Можливі варіанти перехідних характеристик хімічних 

реакторів 

На рис. 7.7 наведені можливі варіанти перехідних характеристик хіміч-

них реакторів ( )1h t , ( )2ah t , ( )2kh t , які є їх реакціями на одиничний вхідний 

сигнал ( )1 t . 

Криві ( )1h t , ( )2ah t , ( )2kh t  в першому наближенні можна описати рів-

няннями: 
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 ( ) ( )( ) ( )1
1 0, 1 1ɿt

ɿ ɿh t y e ta tt t- -= - Ö - , (7.88) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2
2 0 1 2, 1 1a ɿ a ɿt t

a ɿ a a ɿh t y a e a e ta t a tt t- - - -= - + Ö - , (7.89) 
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(7.90)

 

в яких t  — незалежна змінна (час), ɿt  — числовий параметр, який характе-

ризує запізнення реакції об’єкта на вхідний сигнал, 0y , 1aa , 2aa , 1a , 1aa , 1aa , 

2ka , b  — числові коефіцієнти. 

Зазначимо, що одиничні функції ( )1 ɿt t- , що дописані як множники в 

рівняння (7.88) – (7.90), необхідні в структурі цих рівнянь для того, щоб фо-

рмально «обнуляти» функції ( )1 , ɿh t t , ( )2 ,a ɿh t t , ( )2 ,k ɿh t t  при значеннях 

аргументу t , менших ɿt . Автори посібників і монографій з інженерною осві-

тою, до речі, про це часто забувають. 

Формально, функції (7.88) – (7.90) є розв’язками диференціальних рів-

нянь, відповідно: 

 ( ) ( )1 1ɿ ɿ
dyT y k x t t
dt

t t+ = Ö - Ö - , (7.91) 

при 

 1 0
1

1 , y k
T

a = = ; (7.92) 

 ( ) ( ) ( )
2

1 2 1 22 1ɿ ɿ
d y dyT T T T y k x t t

dtdt
t t+ + + = Ö - Ö - , (7.93) 

при 
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x t t+ + = Ö - Ö -  (7.95) 

при 
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 (7.96) 

Подаючи на вхід хімічного реактора вхідний сигнал ( )x t  у вигляді оди-

ничного стрибка ( )1 t  і фіксуючи за допомогою самописця реакцію ( )y t  цьо-

го хімічного реактора, отримаємо графік його перехідної характеристики 

( )ɿh t t- , з якого одразу ж визначаються параметри ɿt  та 0y . 

Підставляючи ці параметри ɿt  та 0y  в рівняння (7.88), якщо графік 

отриманої експериментально перехідної характеристики ( )1 , ɿh t t  має вигляд, 

наведений на рис. 7.7, б, отримаємо рівняння з одним невідомим 1a , для 

розв’язання якого відносно 1a  достатньо на графіку характеристики ( )1 , ɿh t t  

взяти лише одну точку і підставити її координати ( )1*, *, ɿt h t t  в рівняння 

(7.88). Підставивши знайдені значення 1a  і 0y  в співвідношення (7.92), ви-

значимо коефіцієнти моделі (7.91), чим завершимо її ідентифікацію. 

Якщо графік експериментально отриманої перехідної характеристики 

( )2 ,a ɿh t t  має вигляд, наведений на рис. 7.7, г, то для отримання чотирьох 

параметрів 1aa , 2aa , 1aa , 2aa , які однозначно визначаються згідно зі співвід-

ношеннями (7.94) лише через два параметри 1T , 2T , необхідно спочатку під-

ставити співвідношення (7.94) в рівняння (7.89), а потім взяти дві точки на 

графіку характеристики ( )2 ,a ɿh t t  і, підставивши їх координати ( )2*, *,a ɿt h t t  

та ( )2**, **,a ɿt h t t  в рівняння (7.89), побудувати систему двох рівнянь з дво-

ма невідомими 1T , 2T . Розв’язуючи цю систему двох рівнянь, знайдемо чис-
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лові значення 1T , 2T , підставляючи які в модель (7.93), здійснимо її ідентифі-

кацію. 

Якщо ж графік експериментально отриманої перехідної характеристики 

( )2 ,k ɿh t t  має вигляд, наведений на рис. 7.7, е, то для отримання двох неві-

домих параметрів 2ka , b  необхідно взяти дві точки на графіку характерис-

тики ( )2 ,k ɿh t t  і, підставивши їх координати ( )2*, *,k ɿt h t t  та 

( )2**, **,k ɿt h t t  в рівняння (7.90), побудувати систему двох рівнянь з двома 

невідомими 2ka , b , розв’язавши яку, знайти числові значення цих невідо-

мих. Підставивши ці числові значення в рівняння (7.96) і розв’язавши їх, 

знайдемо числові значення параметрів T , x , підставивши які разом з коефі-

цієнтом k  в модель (7.95), здійснимо її ідентифікацію. 

ɼʚʘ ʚʘʞʣʠʚʠʭ ʟʘʫʚʘʞʝʥʥʷ: 

1. В книгах, присвячених аналізу систем з розподіленими параметрами, 

обов’язково фігурують графічні або графоаналітичні методи визначення кое-

фіцієнтів моделей (7.91), (7.93), (7.95). Ці методи вирішено не розглядати, 

оскільки в еру комп’ютерів та пакетів прикладних програм типу Mathcad чи 

Matlab, за допомогою яких рівняння 2-го порядку з будь-якими коефіцієнта-

ми розв’язуються дуже просто і швидко, на наш погляд, недоцільно «засмі-

чувати» матеріал викладенням методів, розроблених в іншу епоху і розрахо-

ваних на ручні розрахунки. 

2. В околі точки стаціонарного режиму автоматичної системи в разі ви-

користання елемента з розподіленими параметрами типу хімічного реактора 

як об’єкт регулювання, в силу недопущення регулятором значних відхилень 

режиму у цій системі від стаціонарного, структуру такого об’єкта регулю-

вання з достатнім для практичних задач ступенем адекватності можна подати 

у вигляді послідовного з’єднання ланки чистого запізнення і структурної 

ланки з передаточною функцією ( ), 1, 2, 3iW p i =  не вище другого порядку 

(рис. 7.8), де 
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 ( )1
1 1

kW p
T p
=

+
 (7.97) 

— в разі, якщо перехідна характеристика має вигляд, наведений на 

рис. 7.7, б; 

 ( )
( )2 2

1 2 1 2 1
kW p

T T p T T p
=

+ + +
 (7.98) 

— в разі, якщо ( ), ɿh t t  має вигляд, наведений на рис. 7.7, г, і 

 ( )3 2 2 2 1
kW p

T p Tpx
=

+ +
 (7.99) 

— в разі, якщо ( ), ɿh t t  має вигляд, наведений на рис. 7.7, е. 

В наведеному вище легко переконатись, якщо перетворити за Лапласом 

рівняння (7.91), (7.93), (7.95) і знайти відношення перетвореного за Лапласом 

вихідного сигналу ( )Y p  до вхідного ( )X p . 

 
ɿpe t-  

( )pX  ( )pY  ( )
321 ,,i

pWi
=  

 
Рисунок 7.8 — Структурна схема об’єкта з розподіленими параметрами 

типу хімічного реактора як складової ланки системи 
автоматичного регулювання процесів в ньому 

Виникає запитання: «А що ж робити, якщо процес в об’єкті з розподі-

леними параметрами типу хімічного реактора необхідно дослідити в усьому 

діапазоні можливих змін вхідного сигналу ( )x t ?». 

Адже у цьому випадку використання наближених моделей у вигляді 

звичайних диференціальних рівнянь не вище 2-го порядку з аргументом, що 

запізнюється, типу (7.91), (7.93), (7.95) може призвести до суттєвих похибок. 

Більш точну ідентифікацію процесів в таких об’єктах можна здійснити, 

використовуючи їх модель у формі імпульсної перехідної характеристики 

( )g t , заданої у просторі ортонормованих функцій ( ){ }i tj , 0,1, ,i n= 2 , тобто 

у вигляді 
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 ( ) ( )
0

n

i i
i

g t C tj
=

=ä , (7.100) 

де ( )i tj , 0,1, 2, ,i n= 2  — функції, для яких виконуються умови ортогональ-

ності 

 ( ) ( )
0

0,i j i jt t dt i jj j j j
¤

= = ¸ñ , (7.101) 

або 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0,i j i jw t t w t t t t w t dt i jj j j j
¤

Ö = = ¸ñ , (7.102) 

якщо вони ортогональні з вагою ( )w t , а також умови нормування 

 ( )2

0

1i i i i t dtj j j j
¤

Ö = = =ñ , (7.103) 

або 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0

1i i i iw t w t w t t w t dtj j j j
¤

Ö = = =ñ . (7.104) 

Найпростішою і добре відомою студентам технічних університетів сис-

темою ортогональних функцій є система ( )cos k tw , ( )sin k tw , 1, 2,k = 2, в 

якій (7.100) є розкладом функції ( )g t  в тригонометричний ряд Фур’є. 

Більш складними системами ортогональних функцій є поліноми Ермі-

та, Ляггера, Чебишова, зі способом отримання яких за методикою Грама-

Шмідта можна ознайомитись в будь-якому підручнику з функціонального 

аналізу. 

На рис. 7.9 показана схема ідентифікації імпульсної перехідної харак-

теристики ( )g t  в просторі ортогональних функцій ( ){ }i tj , 0,1, ,i n= 2 . 

На цій схемі  
iC , 0,1, ,i n= 2  — коефіцієнти розкладу (проекції) 

функції ( )g t  в просторі ( ){ }i tj , 0,1, ,i n= 2 ; 
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 ( ) ( ) ( )*t y t y te = -  (7.105) 

— похибка апроксимації функції ( )g t  ортогональним рядом (7.100); 

 ( )2

0

T
J t dte= ñ  (7.106) 

— критерій адекватності моделі (7.100), який є функціоналом похибки ( )te . 

 

( )ñ
T

dtt
0

2e  ( )tg  

( )0 tj  0C  
( )tx1  

( )1 tj  
1C  

( )tx2  

( )tnj  nC  
( )txn  

S  
( )t*y  

( )tx  J  ( )ty  ( )te  ( )t2e  

 
Рисунок 7.9 — Схема ідентифікації імпульсної перехідної характеристики 

( )g t  динамічного об’єкта в просторі ортогональних функцій 

( ){ }i tj , 0,1, ,i n= 2  

Ідентифікація імпульсної перехідної характеристики ( )g t  ортогональ-

ним рядом (7.100) зводиться до такого налаштування коефіцієнтів 

0 1, , , nC C C2  (рис. 7.9), яке приводить до мінімального значення критерію 

адекватності (7.106). 

Маючи значення ( )g t , завжди можна, перетворивши її за Лапласом, 

отримати передаточну функцію ( )W p  об’єкта. 

Ідентифікацію у такий спосіб можна здійснювати в процесі нормальної 

експлуатації об’єкта, але в цьому випадку структурна схема об’єкта не може 
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бути показана у вигляді, зображеному на рис. 7.8, тобто вона не містить в со-

бі ланку запізнення в чистому вигляді. 

Але за допомогою аналогової ЕОМ можна здійснити ідентифікацію 

об’єкта з розподіленими параметрами так, що і ланка чистого запізнення в 

його структурній схемі зберігається, і коефіцієнти диференціального рівнян-

ня високого порядку, які є одночасно і коефіцієнтами передаточної функції, 

визначаються в процесі нормальної експлуатації цього об’єкта. 

В загальному вигляді схема цього способу ідентифікації показана на 

рис. 7.10, на якому модель об’єкта задається диференціальним рівнянням з 

аргументом, що запізнюється (ДРАЗ), а критерій адекватності моделі має той 

же вигляд, що і в попередньому випадку, тобто визначається функціоналом 

(7.106). 

 

( )ñ
T

dtt
0

2e  

( )t*y  

( )tx  J  ( )ty  ( )te  ( )t2e  

ДРАЗ 

Об’єкт 

 
Рисунок 7.10 — Схема ідентифікації об’єкта з розподіленими параметрами 

за допомогою моделі у вигляді диференціального рівняння  
з аргументом, що запізнюється (ДРАЗ) 

Для розкриття суті цього способу ідентифікації припустимо, що процес 

в об’єкті реально описується диференціальним рівнянням 
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коефіцієнти якого і значення чистого запізнення ɿt  не знаємо, а знаємо лише 

показники n  та m . 

Позначимо оператор диференціювання d
dt

 символом D . Тоді матиме-

мо: 

 
2

2
2, , ,

n
n

n
d d dD D D
dt dt dt
= = =2 . (7.108) 

Запізнення аргументу в усіх членах правої частини на ɿt  можна подати 

як дію оператора ɿDe t-  на відповідну функцію, тобто 
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 (7.109) 

З врахуванням співвідношень (7.108), (7.109) ДРАЗ (7.107) можна пе-

реписати так: 
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(7.110)
 

або 

 
( ) ( )

( ) ( )

1
1 1

1
1 1 0

1

0.ɿ

n n
n n

Dm m
m m

a D a D a D y t

b D b D b D b e x tt

-
-

--
-

+ + + + Ö -

- + + + + Ö =

3

3
 

(7.111)
 

Нехай є можливість вхідний сигнал ( )x t  подати на аналогову ЕОМ, на 

якій набрано такої ж структури диференціальне рівняння 
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(7.112)
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параметри ia , 1, 2, ,i n= 2 ; sb , 1, 2, ,s m= 2  та *t  якого в процесі моделю-

вання можна змінювати. 

Підстроюючи ці параметри, домагаємось виконання умови 

 ( )2

0

min
T

J t dte= ­ñ . (7.113) 

Ті значення вказаних параметрів *
ia , *

sb , *
*t , які задовольняють умову 

(7.113), і приймаємо за оцінки відповідних коефіцієнтів ia , sb , ɿt . 

Проте слід зазначити, що ця задача належить до класу некоректних, 

оскільки експонента з аргументом, що запізнюється, не може бути представ-

лена однозначно, а розраховується шляхом розкладення в зрізаний ряд з на-

перед невідомою кількістю членів, оскільки запізнення теж є невідомим. 

Завершимо цей підрозділ навчального посібника тим, як можна знайти 

математичну модель об’єкта з розподіленими параметрами у вигляді його ім-

пульсної перехідної характеристики ( )g t  з врахуванням запізнення ɿt  в разі, 

якщо і вхідний ( )x t , і вихідний ( )y t  сигнали цього об’єкта є стаціонарними 

випадковими процесами. У цьому випадку структурна схема об’єкта матиме 

вигляд, зображений на рис. 7.11. 

 
ɿDe t-  

( )tx  ( )ty  ( )tg  
 

Рисунок 7.11 — Структурна схема об’єкта з розподіленими параметрами 
у вигляді послідовного з’єднання ланки чистого запізнення і 

ланки з імпульсною перехідною характеристикою ( )g t  

Як показано в другій частині цього навчального посібника, стаціонарні 

випадкові процеси ( )x t , ( )y t  у цьому випадку входять до рівняння Вінера-

Хопфа кореляційною ( )xR t  та взаємною кореляційною ( )yxR t  функціями. 

Користуючись тим же підходом, який використано у другій частині на-

вчального посібника, легко показати, що рівняння Вінера-Хопфа у випадку 

об’єкта з розподіленими параметрами матиме вигляд: 
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 ( ) ( ) ( )
0

,yx ɿ x ɿR R g dt t t q t q q
¤

= - -ñ , (7.114) 

в якому t , q  є змінними, а ɿt  є параметром, який легко знаходиться з графі-

ків ( )xR t , ( )yxR t  (рис. 7.12). 

 ( ) ( )tt yxx R,R  

( )tyxR  ( )txR  

ɿt  
t  

 
Рисунок 7.12 — Можливий варіант графіків функцій ( )xR t , ( )yxR t  

Підставляючи значення ɿt  в рівняння (7.114) і розв’язуючи це рівняння 

одним із методів, наведених в другій частині навчального посібника, знайде-

мо функцію ( )g t  для подання об’єкта з розподіленими параметрами у вигля-

ді структури, зображеної на рис. 7.11. 

 

7.5 ɿʘʚʜʘʥʥʷ ʜʣʷ ʩʘʤʦʧʝʨʝʚʽʨʢʠ 

1. В чому суть «розподіленості параметрів» об’єктів? Наведіть при-

клади об’єктів з розподіленими параметрами. 

2. Що таке принципова схема однієї фази електричної системи? Зо-

бразіть її. 

3. Виведіть систему диференціальних рівнянь 1-го порядку в частин-

них похідних, які описують процеси в довгій електричній лінії. 

4. Як отримати математичну модель довгої електричної лінії у вигляді 

диференціального рівняння в частинних похідних 2-го порядку гіперболічно-

го типу? 

5. За яких умов із загального рівняння гіперболічного типу можна 

отримати рівняння, які описують: 
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¶ процеси передачі тиску і об’ємних витрат в гідравлічних і пневма-

тичних трубопроводах; 

¶ процеси передачі температури в довгому ізольованому середовищі; 

¶ коливальні процеси в тросах? 

6. Як виглядає модель у часовому просторі теплообмінника типу 

«труба в трубі»? 

7. Отримайте передаточну функцію довгої лінії. 

8. Як із загальної передаточної функції довгої лінії отримати переда-

точні функції трубопроводу, теплопроводу і троса? 

9. Як виглядає структурна схема теплообмінника «труба в трубі», і 

якими є передаточні функції її структурних ланок? 

10. Як виглядають передаточні функції і частотні характеристики ліній 

затримок і конвеєрів? 

11. Як виглядають експериментальні перехідні характеристики хіміч-

них реакторів? 

12. За яким принципом підбираються математичні моделі хімічних реа-

кторів? 

13. Як визначити параметри математичних моделей хімічних реакто-

рів? 

14. Який вигляд має структурна схема хімічного реактора як складової 

частини системи автоматичного регулювання? 

15. Запишіть множину можливих передаточних функцій хімічного реа-

ктора, що працює в складі системи автоматичного регулювання. 

16. Які функції є ортонормованими? Наведіть приклад. 

17. Запишіть модель імпульсної перехідної характеристики динамічно-

го об’єкта в ортогональному базисі. 

18. Як виглядає схема ідентифікації імпульсної перехідної характерис-

тики динамічного об’єкта в ортогональному базисі? В чому суть ідентифіка-

ції? 



 
203 

19. Складіть схему ідентифікації об’єкта з розподіленими параметрами 

за допомогою моделі у вигляді диференціального рівняння з аргументом, що 

запізнюється (ДРАЗ). 

20. Як визначити параметри моделі у вигляді ДРАЗ в процесі нормаль-

ної експлуатації об’єкта? 

21. Як виглядає рівняння Вінера-Хопфа для об’єкта з розподіленими 

параметрами? 

22. Як визначити чисте запізнення ɿt  та імпульсну перехідну характе-

ристику ( )g t  об’єкта з розподіленими параметрами, на вхід якого надходить 

стаціонарний випадковий сигнал? 

 

 

 

ʈʦʟʜʽʣ 8 ʄɸʊɽʄɸʊʀʏʅɯ ʄʆɼɽʃɯ ʅɽʃɯʅɯʁʅʀʍ 

ɼʀʅɸʄɯʏʅʀʍ ʉʀʉʊɽʄ ɿ ɸʅɸʃɯʊʀʏʅʀʄʀ ʅɽʃɯʅɯʁʅʆʉʊʗʄʀ 

Аналітичними нелінійностями будемо називати такі статичні характе-

ристики нелінійних динамічних систем, тобто характеристики «вхід-вихід» 

після завершення перехідних процесів переходу від одного рівня входу до 

іншого, які не мають розривів і можуть бути апроксимовані безперервними 

функціями з безперервною першою похідною. 

 

8.1 ʄʘʪʝʤʘʪʠʯʥʽ ʤʦʜʝʣʽ ʥʝʣʽʥʽʡʥʠʭ ʜʠʥʘʤʽʯʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ, ʩʪʘʪʠʯʥʽ 

ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ ʷʢʠʭ ʜʦʧʫʩʢʘʶʪʴ ʣʽʥʝʘʨʠʟʘʮʽʶ 

Класичним і надзвичайно розповсюдженим прикладом нелінійних ди-

намічних систем, статичні характеристики яких допускають лінеаризацію, є 

системи з електромеханічним перетворенням енергії, обов’язковою складо-

вою яких є електромагнітні підсистеми. Цими складовими можуть бути елек-

тродвигуни, електричні генератори, електромагнітні муфти, магнітні підси-
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лювачі, тягові соленоїди та інші елементи, характерною особливістю яких є 

наявність котушки індуктивності, намотаної на сталеве осердя. 

Спільним для всіх цих елементів електромеханічної системи є те, що їх 

характеристики намагнічування, які є залежністю магнітного потоку F  в 

осерді від струму I  в обмотці, мають вигляд, наведений на рис. 8.1. 

 

I 
HIʃI

F

ʃ
HF

HF

ʃF

0 

 
Рисунок 8.1 — Графік характеристики намагнічування ( )f IF =  

електромагнітної системи 

Із цього рисунка видно, що лінійною характеристику намагнічування 

( )f IF =  можна вважати лише при значеннях струму I  в обмотці, які не пе-

ревищують ʃI . А при ʃI I>  магнітна система починає насичуватись, і маг-

нітний потік F  в сталевому осерді хоча й збільшується зі зростанням струму 

I , але не пропорційно значенням струму. 

Тож, якщо елемент електромеханічної системи з характеристикою на-

магнічування ( )f IF = , наведеною на рис. 8.1, працює при значеннях струму 

в обмотці ʃI I< , то система з таким елементом буде належати до класу лі-

нійних, і для математичного моделювання процесів в ній можна використо-

вувати весь той математичний апарат, який наведено в попередніх двох час-

тинах даного навчального посібника. 

Але, якщо цей же елемент працює при значеннях ʃI I> , наприклад, 

при HI I= , то лінійною його характеристику намагнічування вже вважати не 
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можна, оскільки, якщо її вважати лінійною, це означатиме, що при HI I=  ма-

гнітний потік F  в осерді повинен бути рівним ʃ
HF , в той час як насправді він 

дорівнює HF  (див. рис. 8.1). 

Оскільки аналіз процесів в лінійних системах є найбільш простим і уза-

гальненим, то плавні аналітичні нелінійності типу «насичення» намагаються 

«покрити» відрізками прямих так, щоб цих відрізків було найменше при до-

пустимих значеннях похибок заміни реальної нелінійної кривої ламаною, 

складеною з відрізків прямих. Процес заміни плавних нелінійностей ламани-

ми лініями, що складаються з відрізків прямих, називають їх лінеаризацією. 

Приклад такого «покриття», тобто лінеаризації, наведено на рис. 8.2, на 

якому крива 0 a b c d- - - -  замінюється ламаною * *0 a b c d- - - - , тобто 

вона «покривається» трьома відрізками *0 a- , * *a c- , *c d-  прямих. 

 

I 

HI  ʃI  

F  

dF  

HF  

ʃF  

0 

ʩ 
b 

a 

d 
ʩ* 

a* 

*aI  

ɿI  
*cI  

*cF  

ɿF  

*aF  

dI  

 
Рисунок 8.2 — Варіант «покриття» кривої намагнічування ( )f IF =  

відрізками прямих 

У цьому випадку під час аналізу процесів, що протікають в даному 

елементі електромеханічної системи, при значеннях струму ʃI I<  як харак-

теристику намагнічування ( )f IF =  будемо використовувати відрізок прямої 
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*0 a- , при значеннях струму ʃ ɿI I I¢ <  — відрізок прямої * *a c- , а при зна-

ченнях струму ɿI I¢  — відрізок прямої *c d- . 

Очевидно, що такою заміною кривої намагнічування ламаною лінією 

будемо мати певну похибку моделювання, найбільші значення якої досяга-

тимуться в точках ( )* *,a aI F , ( )* *,c cI F . 

Але якщо в усталеному режимі роботи елемент працює в точці 

( ),H HI F , то з рис. 8.2 легко побачити, що у цій точці похибка моделювання 

дорівнюватиме нулю. 

Тож виходить, що кускова лінеаризація плавної нелінійної характерис-

тики елемента електромеханічної системи, допускаючи певну похибку при 

моделюванні перехідних процесів, дозволяє звести цю похибку до нуля при 

математичному моделюванні усталеного режиму. 

Якщо елемент електромеханічної системи працює здебільшого не в но-

мінальному ( ),H HI F , а в якомусь іншому режимі, наприклад, ( ),ɿ ɿI F , то 

підхід залишається тим же, однак в цьому випадку точку «b» ламаної сумі-

щаємо з точкою ( ),ɿ ɿI F  кривої. 

ʊʨʠ ʚʘʞʣʠʚʠʭ ʟʘʫʚʘʞʝʥʥʷ: 

1. Під час математичного моделювання нелінійних динамічних систем 

з елементами, що мають аналітичні нелінійні характеристики типу наведених 

на рис. 8.1 та рис. 8.2, необхідно не забувати «зшивати» рішення сусідніх ма-

тематичних моделей в моменти часу, коли процес, що моделюється, входить 

в точки стику ламаних, якими лінеаризується нелінійна характеристика. 

2. Якщо моделюється нелінійна динамічна система з регулятором, що 

не допускає суттєвих відхилень процесу від заданого режиму роботи, то при 

моделюванні усталеного режиму такої системи та близьких до нього перехі-

дних режимів завжди достатньо враховувати лише один лінійний відрізок 

ламаної, що «покриває» нелінійність в області, для якої точка заданого ре-

жиму є внутрішньою. При цьому чим більшим є коефіцієнт підсилення регу-
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лятором вхідного сигналу, тим меншою буде похибка моделювання, оскільки 

з ростом коефіцієнта підсилення регулятора звужується область відхилення 

робочої точки на нелінійній характеристиці елемента системи від точки зада-

ного режиму. 

3. Кусково-лінійна апроксимація нелінійної характеристики елемента 

системи в загальному вигляді ( )y f x=  непридатна для використання в зада-

чах оптимізації цієї системи аналітичними методами, оскільки в точках стику 

ламаної перша похідна dy
dx

 має розрив 1-го роду, а другої похідної 
2

2
d y
dx

 не 

існує взагалі, в той час як аналітичні методи оптимізації вимагають існування 

як 1-ої, так і 2-ої похідних нелінійної характеристики перетворення в усіх то-

чках області оптимізації. 

 

8.2 ʄʝʪʦʜ ʽʜʝʥʪʠʬʽʢʘʮʽʾ ʥʝʣʽʥʽʡʥʠʭ ʜʠʥʘʤʽʯʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʟ 

ʝʢʩʪʨʝʤʘʣʴʥʠʤʠ ʩʪʘʪʠʯʥʠʤʠ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʘʤʠ 

ɿʘʛʘʣʴʥʘ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʘ ʤʝʪʦʜʫ. Запропоновано метод ідентифікації 

нелінійних динамічних систем з екстремальними характеристиками, для реа-

лізації алгоритму якого на систему потрібно подавати спочатку сходинковий, 

а потім синусоїдальний вхідний впливи і реєструвати реакції системи на ці 

впливи. Розрахункові співвідношення запропонованого методу отримані згі-

дно з ідеологією Фур’є-інтегрального методу ідентифікації і передбачають 

розкладення вхідного впливу і реакції системи на нього у відрізки рядів 

Фур’є. 

 

8.2.1 ɺʠʭʽʜʥʽ ʫʤʦʚʠ ʪʘ ʧʦʩʪʘʥʦʚʢʘ ʟʘʜʘʯʽ 

Досить широкому класу динамічних систем в хімічній технології та те-

плоенергетиці з вхідним впливом ( )x t  та реакцією на нього ( )y t , динаміка 

яких характеризується імпульсною перехідною характеристикою ( )g t , при-
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таманна статична характеристика ( )y f x= , яка має екстремальний характер 

(рис. 8.3). 

yexst

xexst x

y

 
Рисунок 8.3 — Екстремальна статична характеристика нелінійної  

динамічної системи 

Тож, щоб повністю ідентифікувати таку нелінійну систему, необхідно 

визначити обидві ці характеристики і ( )g t , і ( )y f x= . 

Саме така задача і ставиться. 

Для розв’язання цієї задачі висунемо дві вихідні передумови, згідно з 

першою з яких пропонується ідентифікувати статичну нелінійну характерис-

тику ( )y f x=  системи степеневим поліномом третього порядку, тобто 

 2 3
1 2 3y c x c x c x= + + . (8.1) 

Звичайно, для апроксимації екстремальної статичної характеристики, 

наведеної на рисунку 8.3, можна використати і степеневий поліном другого 

порядку, оскільки у нього точка екстремуму буде мати такі ж самі координа-

ти ( ),exst exstx y , але використаємо степеневий поліном третього порядку, тому 

що він точніше передає характер наростання координати y  при початкових 

значеннях координати x . 
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А як другу вхідну передумову використаємо відомий підхід, оснований 

на тому, що структура динамічної системи розглядається у вигляді послідов-

ного з’єднання її інерційної лінійної частини з імпульсною перехідною хара-

ктеристикою ( )g t  і проміжним вихідним сигналом ( )*x t  та нелінійної без-

інерційної ланки з характеристикою ( )*y f x=  (рис. 8.4). 

 
Рисунок 8.4 — Структура нелінійної динамічної системи з виділенням 

інерційної лінійної частини та безінерційної нелінійної частини 

Очевидно, що після введення другої вихідної умови в рівнянні (8.1) по-

трібно замість x  розглядати *x . 

 

8.2.2 ɯʜʝʥʪʠʬʽʢʘʮʽʷ ʥʝʣʽʥʽʡʥʦʾ ʩʪʘʪʠʯʥʦʾ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ 

Як відомо, вихідний сигнал ( )*x t  лінійної частини нелінійної динаміч-

ної системи можна знайти за допомогою інтеграла згортки 

 ( ) ( ) ( )*x t x t g dt t t
¤

-¤

= -ñ , (8.2) 

який за умови фізичної реалізовності цієї системи 

 ( ) ( ), 0,
0, 0,
g t t

g t
t

ë ²
= ì

<í
 (8.3) 

набуває вигляду 

 ( ) ( ) ( )*

0

x t x t g dt t t
¤

= -ñ . (8.4) 

Згідно з теорією Фур’є-інтегрального методу ідентифікації динамічних 

систем розкладемо вхідний сигнал ( )x t  у відрізок ряду Фур’є на вибраному 

проміжку часу T . В результаті цього матимемо 
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 ( ) 1
n

jk t
k

k n
x t a e w

=-
= ä , (8.5) 

де 1
2
T
pw = , а 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

0

1 1
0 0

1

1 1cos sin ,

, 1 , , 1,0,1,2, , .

T
jk t

k

T T

a x t e dt
T

x t k t dt j x t k t dt
T T

k n n n

w

w w

-= =

= -

= - - - -

ñ

ñ ñ
2 2

. (8.6) 

Одразу ж відзначимо, що при формуванні якогось сигналу фізичної си-

стеми з обмеженим запасом енергії, він завжди може бути апроксимований з 

заданою точністю відрізком ряду Фур’є. 

Підставляючи значення ( )x t  з виразу (8.5) у вираз (8.4), отримаємо 

 ( ) ( ) ( )1*

0

n
jk t

k
k n

x t a e g dw t t t
¤

-

=-
= äñ . (8.7) 

або 

 ( ) ( )1 1*

0

n
jk t jk

k
k n

x t a e g e dw wtt t
¤

-

=-
= ä ñ . (8.8) 

Якщо згадати, що передаточна функція лінійної частини нелінійної ди-

намічної системи — це 

 ( ) ( )
0

pW p g e dtt t
¤

-= ñ , (8.9) 

а її амплітудно-фазова частотна характеристика (АФЧХ) — це 

 ( ) ( ) p j
W j W p

w
w

=
= , (8.10) 

то рівняння (8.8) нескладно привести до вигляду 

 ( ) ( ) 1*
1

n
jk t

k
k n

x t a W jk e ww
=-

= ä . (8.11) 

Підставляючи значення ( )*x t  з виразу (8.11) у вираз (8.1) матимемо 
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( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

1 1

2 3

2 1 3 1 .

n
jk t

k
k n

n n
jk t jk t

k k
k n k n

y t c a W jk e

c a W jk e c a W jk e

w

w w

w

w w

=-

=- =-

= +

å õ å õ
+ +æ ö æ öæ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

ä

ä ä
 

(8.12)

 

В разі якщо вхідний сигнал ( )x t  являє собою синусоїду з частотою 1w , 

тобто 

 ( )
1 1

1 1
1sin

2 2 2

j t j t
j t j te e A Ax t A t A e e

j j j

w w
w ww

-
-å õ-

= = = +æ öæ ö -ç ÷
, (8.13) 

рівняння (8.12) перетвориться на рівняння 

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1 1

2
2 1 1 1 1

3
3 1 1 1 1 ,

j t j t

j t j t

j t j t

y t c a W j e a W j e

c a W j e a W j e

c a W j e a W j e

w w

w w

w w

w w

w w

w w

-
-

-
-

-
-

= - + +

+ - + +

+ - +

 

(8.14)

 

у якому 

 1 1,
2 2
A Aa a
j j-= = - . (8.15) 

Підносячи до степеня в рівнянні (8.14) і групуючи члени з однаковими 

гармонічними складовими, отримаємо 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

1

1 1

1 1

2 1 1 1 1

2
1 1 3 1 1 1 1 1

2
1 1 3 1 1 1 1 1

2 22 2 2 2
2 1 1 2 1 1

3 33 3 3 3
3 1 1 3 1 1

2

3

3

.

j t

j t

j t j t

j t j t

y t c a a W j W j

c a c a a W j W j W j e

c a c a a W j W j W j e

c a W j e c a W j e

c a W j e c a W j e

w

w

w w

w w

w w

w w w

w w w

w w

w w

-

-
- -

-

-
-

-
-

= - +

+ + - - +

+ + - +

+ - + +

+ - +

 

(8.16)

 

Тепер розкладемо у відрізок ряду Фур’є на тому ж проміжку часу T  

вихідний сигнал ( )y t , який є реакцією динамічної системи на вхідну синусо-

їду, тобто подамо його у вигляді 

 ( ) 1
m

jk t
k

k m
y t b e w

=-
= ä , (8.17) 
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де 1
2
T
pw = , а 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1 1
0 0

1

1 1cos sin ,

3, 2, 1, 0, 1, 2, 3.

T
jk t

k

T T

b y t e dt
T

y t k t dt j y t k t dt
T T

k

w

w w

-= =

= -

= - - -

ñ

ñ ñ
 

(8.18) 

Оскільки у правій частині рівняння (8.16) маємо лише сталу складову і 

гармоніки з частотами 13w- , 12w- , 1w- , 1w , 12w , 13w , то зрізаний ряд (8.17) 

для реакції ( )y t  системи на синусоїду частоти 1w  теж буде мати лише ці 

складові — саме тому значення k  при визначенні коефіцієнтів Фур’є kb  за-

дані лише в межах від –3 до 3. 

Підставляючи значення ( )y t  з виразу (8.17) при 3m =  у рівняння 

(8.16), отримаємо тотожність, яка виконуватиметься лише тоді, коли коефіці-

єнти Фур’є при однакових гармоніках у правій та лівій частинах цієї тотож-

ності будуть рівними. 

Завдяки цьому отримаємо таку систему рівнянь 

 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )
( )
( )
( )

0 2 1 1 1 1

2
1 1 1 3 1 1 1 1 1

2
1 1 1 3 1 1 1 1 1

2 2
2 2 1 1

2 2
2 2 1 1

3 3
3 3 1 1

3 3
3 3 1 1

2 ,

3 ,

3 ,

,

,

,

.

b c a a W j W j

b c a c a a W j W j W j

b c a c a a W j W j W j

b c a W j

b c a W j

b c a W j

b c a W j

w w

w w w

w w w

w

w

w

w

-

- - -

-

- -

- -

= -ë
î
î = + - -
î
î = + -
î
î = -ì
î
=î

î
= -î

î =î
í

 (8.19) 

З шостого та сьомого рівнянь цієї системи знайдемо, що 

 
( ) ( )

3 3
3 3 3 3 3

1 1 1 1

b bc
a W j a W jw w

-

-

+
=

- +
, (8.20) 

з четвертого та п’ятого рівнянь отримаємо 
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( ) ( )

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1 1

b bc
a W j a W jw w

-

-

+
=

- +
, (8.21) 

а з другого та третього — 

 ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 3 1 1 1 1 3
1

1 1 1 1

, , , , , ,b f a a c W b f a a c W
c

a W j a W jw w
- - - -

-

- + -
=

- +
, (8.22) 

де 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
1 1 1 3 3 1 1 1 1 1

2
1 1 1 3 3 1 1 1 1 1

, , , 3 ,

, , , 3 .

f a a c W c a a W j W j W j

f a a c W c a a W j W j W j

w w w

w w w

- - -

- -

ë = - -î
ì

= -îí

 (8.23) 

Як бачимо, перше рівняння системи (8.19) є надлишковим, тож його 

можна використати як критерій правильності розв’язання задачі. 

Ще одним критерієм правильності розв’язання задачі може служити 

поява суттєво відмінних від нуля значень коефіцієнтів Фур’є з номерами 

3k >  та 3k- < -  у вихідному сигналі ( )y t  при його розкладенні в ряд (8.17) 

за умови, що на вхід системи надходить лише синусоїда однієї частоти 1w . 

Це означатиме, що реальна статична характеристика ( )y x  об’єкта повинна 

апроксимуватись степеневим поліномом з порядком вище 3-го. При наявнос-

ті гармонік з частотою 14w  та 14w-  в сигналі ( )y t  для апроксимації характе-

ристики ( )y f x=  поліном потрібно брати 4-го порядку, а при наявності гар-

монік з частотою 15w  та 15w-  цей поліном повинен мати 5-ий порядок, і далі 

за зростанням. 

Слід зазначити, що підвищення порядку полінома для апроксимації ха-

рактеристики ( )y f x=  не надто ускладнює отримання виразів для розрахун-

ку коефіцієнтів цього полінома за умови використання на вході об’єкта сину-

соїди лише однієї частоти, оскільки для отримання співвідношень виду (8.19) 

і в цьому випадку в виразі виду (8.14) степені розкриваються за формулою 

бінома Ньютона. 
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Із співвідношень (8.20), (8.21), (8.22) випливає, що ідентифікувати екс-

тремальну статичну характеристику ( )y f x=  нелінійної динамічної системи 

класу, що розглядається, можна лише за умови, що є відомими значення 

АФЧХ ( )W jw  лінійної інерційної частини цієї системи на частотах 1w  та 

1w- , тобто відомими є ( )1W jw  та ( )1W jw- . Тож далі піде мова про те, як 

знайти ці значення. 

 

8.2.3 ɯʜʝʥʪʠʬʽʢʘʮʽʷ ʣʽʥʽʡʥʦʾ ʽʥʝʨʮʽʡʥʦʾ ʯʘʩʪʠʥʠ ʥʝʣʽʥʽʡʥʦʾ 

ʜʠʥʘʤʽʯʥʦʾ ʩʠʩʪʝʤʠ 

З фізики будь-якої динамічної системи випливає, що допоки її масовий 

чи енергетичний об’єм не наповниться масою чи енергією, які надходять ра-

зом із вхідним впливом, принаймні, наполовину, доти процеси в цій системі 

наростають лінійно за винятком близької до нуля зони нечутливості або лю-

фту.  

 
Рисунок 8.5 — Графік перехідного процесу в динамічній системі після 

подачі на її вхід сходинкового впливу на рівні його усталеного значення 

Тож, якщо сформувати вхідний вплив на нелінійну систему так, щоб 

його рівень відповідав усталеному рівню реакції цієї системи на прикладений 

вхідний вплив (рис. 8.5), то можна стверджувати, що в діапазоні значень ви-
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хідної координати ( )y t  від 0,1 ʫʩʪy  до 0,5 ʫʩʪy  система вестиме себе як ліній-

на. 

І якщо вхідний вплив подається стрибком від 0 до ʫʩʪx , то у вказаному 

діапазоні значень ( )y t  вихідна координата буде збігатися з перехідною хара-

ктеристикою ( )h t  лінійної частини цієї системи, яка для системи з одним 

об’ємом концентрації енергії чи маси має вигляд: 

 ( ) 11
t

Th t K e
-å õ

æ ö= -
æ ö
ç ÷

, (8.24) 

для об’єкта з двома об’ємами концентрації енергії чи маси — 

 ( ) 1 2
1 2 1 21 , 1

t t
T Th t K e el l l l
- -å õ

æ ö= - - + =
æ ö
ç ÷

, (8.25) 

або 

 ( ) 11 cos
t

Th t K e tb
-å õ

æ ö= -
æ ö
ç ÷

, (8.26) 

а для об’єкта з трьома об’ємами концентрації енергії чи маси — 

 ( ) 31 2
1 2 3 1 2 31 , 1

tt t
TT Th t K e e el l l l l l
-- -å õ

æ ö= - - - + + =
æ ö
ç ÷

, (8.27) 

або 

 ( ) 1 2
1 2 1 21 cos , 1

t t
T Th t K e e tl l b l l
- -å õ

æ ö= - - + =
æ ö
ç ÷

. (8.28) 

Для більшої кількості об’ємів концентрації енергії чи маси ряд апрок-

симативних функцій для ( )h t  можна продовжити, користуючись тим самим 

принципом, але в цьому немає необхідності, оскільки в задачах синтезу сис-

тем екстремального регулювання передаточну функцію лінійної частини не-

лінійної динамічної системи немає сенсу брати вище третього порядку, адже 
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екстремальний регулятор робочу точку від точки екстремуму далеко не від-

пускає. 

Тож для апроксимації ( )h t  у вигляді (8.24) потрібно з кривої ( )y t  (див. 

рис. 8.5) скористатись двома точками в діапазоні ( )0,1 0,5ʫʩʪ ʫʩʪy y t y¢ ¢  для 

визначення параметрів K , 1T . Очевидно, що їх можна знайти з системи рів-

нянь 

 ( )
1

1
1 1

t
Th t K e
-å õ

æ ö= -
æ ö
ç ÷

, (8.29) 

 ( )
2

1
2 1

t
Th t K e
-å õ

æ ö= -
æ ö
ç ÷

. (8.30) 

Для апроксимації ( )h t  у вигляді (8.26) для визначення параметрів K , 

1T  та b  потрібно скористатись уже трьома точками з цього ж діапазону 

[0,1 ; 0,5 ]ʫʩʪ ʫʩʪy y . Для них система рівнянь матиме вигляд 

 

( )

( )

1

1

2

1

1 1

2 2

1 cos ,

1 cos ,

t
T

t
T

h t K e t

h t K e t

b

b

-

-

ë å õ
î æ ö= -
î æ ö
î ç ÷
ì

å õî
æ öî = -
æ öî
ç ÷í

 (8.31) 

 ( )
3

1
3 31 cos

t
Th t K e tb
-å õ

æ ö= -
æ ö
ç ÷

. 

У такий же спосіб можна розрахувати параметри всіх інших апрокси-

мацій характеристики ( )h t . 

Після цього необхідно, скориставшись кількома (наприклад, M ) точ-

ками діапазону [0,1 ; 0,5 ]ʫʩʪ ʫʩʪy y  з індексом l , розрахувати для всіх знайде-
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них апроксимацій ( )ih t , 1,i r=  середній квадрат iD  похибки апроксимації за 

виразом 

 ( )( )2*

1
, 1,

M

i l l
l

y h t i r
=

D = - =ä , (8.32) 

де *
ly  — значення перехідної характеристики, взяте з експериментального 

графіка (див. рис. 8.5), а ( )lh t  — значення цієї характеристики, вирахуване за 

апроксимувальним виразом. 

Те з чисел 1 2, , , rD D D2 , яке буде найменшим, і визначатиме найкращу 

апроксимацію перехідної характеристики ( )h t  лінійної частини динамічної 

системи за критерієм мінімуму суми квадратів похибок на «свіжих» точках. 

Знаючи перехідну характеристику ( )h t  лінійної частини об’єкта, легко 

знайти її передаточну функцію ( )W p , адже  

 ( ) ( )dh t
g t

dt
= , (8.33) 

а для отримання ( )W p  за відомою ( )g t  потрібно скористатись виразом (8.9). 

В свою чергу значення ( )1W jw  та ( )1W jw- , які потрібні нам для іден-

тифікації екстремальної статичної характеристики ( )y f x= , отримаємо пря-

мою підстановкою у вираз для передаточної функції ( )W p , отриманий за пе-

ретворенням (8.9), замість оператора p  значень 1jw  та 1jw- . 

Звичайно, якщо після кількох однотипних експериментів з подачею на 

вхід об’єкта однакового рівня вхідного впливу сходинкового характеру отри-

маємо експериментальні криві ( )y t , які не збігатимуться у діапазоні 

[0,1 ; 0,5 ]ʫʩʪ ʫʩʪy y , то параметри апроксимацій ( )h t  у вигляді (8.24) – (8.28) 

слід обчислювати, користуючись стандартною процедурою методу най-

менших квадратів. 
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8.3 ɿʘʚʜʘʥʥʷ ʜʣʷ ʩʘʤʦʧʝʨʝʚʽʨʢʠ 

1. Які нелінійності відносять до аналітичних? 

2. В чому полягає суть лінеаризації нелінійних характеристик динамі-

чних систем? 

3. Про що не слід забувати при лінеаризації нелінійностей? 

4. Для якого класу нелінійних динамічних систем можна застосувати 

Фур’є-інтегральний метод ідентифікації? 

5. Який вигляд мають зрізані ряди Фур’є при апроксимації ними вхід-

ного і вихідного сигналів нелінійної динамічної системи? Як знайти коефіці-

єнти Фур’є цих сигналів? 

6. Розкрийте суть алгоритму ідентифікації статичної характеристики 

нелінійної динамічної системи Фур’є-інтегральним методом? 

7. Яким чином можна перевірити адекватність статичної характерис-

тики нелінійної динамічної системи степені полінома, вибраного як її мате-

матична модель?  

8. Який експеримент потрібно провести на динамічній системі, щоб 

отримати інформацію, потрібну для ідентифікації її інерційної лінійної час-

тини? 

9. Розкрийте суть алгоритму ідентифікації лінійної частини нелінійної 

динамічної системи. 

10. За допомогою якого критерію можна перевірити якість ідентифіка-

ції лінійної інерційної частини нелінійної динамічної системи? 
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ʈʦʟʜʽʣ 9 ʄɸʊɽʄɸʊʀʏʅɯ ʄʆɼɽʃɯ ʅɽʃɯʅɯʁʅʀʍ 

ɼʀʅɸʄɯʏʅʀʍ ʉʀʉʊɽʄ ɿ ʈɽʃɽʁʅʀʄʀ ʍɸʈɸʂʊɽʈʀʉʊʀʂɸʄʀ 

9.1 ʄʘʪʝʤʘʪʠʯʥʽ ʤʦʜʝʣʽ ʨʝʣʝʡʥʠʭ ʝʣʝʤʝʥʪʽʚ ʟ ʩʠʤʝʪʨʠʯʥʠʤʠ 

ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʘʤʠ 

Практично жодна електромеханічна динамічна система не обходиться 

без релейних елементів, характеристики «вхід — вихід» яких мають вигляд, 

наведений на рис. 9.1. Надалі релейні елементи з такими характеристиками 

будемо називати ʩʠʤʝʪʨʠʯʥʠʤʠ. 

а)  

x

y

0y

0y-

01 0 == x,l

 

б)  

x

y

0y

0y-

01 0 >= x,l

0x
0x-

 

в)  

x

y
0y

0y-

01 0 >-= x,l

0x
0x-

 

г)  

x

y

0y

0y-

010 0 ><< x,l

0xl  
0xl-

0x
0x-

 
Рисунок 9.1 — Характеристики «вхід — вихід» симетричних релейних елементів: 

а) без зони нечутливості та гістерезису; 
б) з зоною нечутливості, але без гістерезису; 
в) без зони нечутливості, але з гістерезисом; 
г) з зоною нечутливості та гістерезисом 

Фізично найпростіше реалізувати симетричний релейний елемент з ха-

рактеристикою, наведеною на рис. 9.1, б. Як показано на рис. 9.2, він являє 

собою котушку 1 з рухомим осердям 2, з’єднаним з рухомими контактами 3 

чотирьох пар контактів, нерухомі контакти 4 яких з’єднані з джерелом, на-

приклад, постійного струму 5. 
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Рисунок 9.2 — Принципова схема релейного елемента з характеристикою, 

наведеною на рис. 9.1, б 

При подачі на вхід цього елемента сигналу x  у вигляді напруги, при-

кладеної до котушки 1, вихідний сигнал y  у вигляді напруги джерела по-

стійного струму з’явиться лише тоді, коли вхідна напруга стане більшою 0x  і 

створить такий струм, магніторушійна сила від якого стане достатньою для 

втягування осердя 2 і замикання верхньої пари контактів 3-4 при одній поля-

рності вхідного сигналу x , або нижньої — при протилежній полярності. 

Якщо магнітна характеристика осердя релейного елемента має практи-

чно помітну петлю гістерезису, то цей релейний елемент матиме характерис-

тику «вхід — вихід», наведену на рис. 9.1, г. 

Що стосується характеристик, наведених на рис. 9.1, а та рис. 9.1, в, то 

для їх реалізації потрібні вже спеціальні схеми виконання і включення коту-

шки і осердя. 

Схемними і конструктивними способами можна отримати й інший ха-

рактер релейних характеристик, в тому числі і несиметричний уздовж однієї 

або обох осей координат. 

В загальному вигляді математичну модель релейної характеристики без 

гістерезису можна записати як 

 ( )y x= F , (9.1) 

а з гістерезисом — як 
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 ( ) ( )( )*
0

,ty t x t s= F . (9.2) 

Покажемо, який вигляд мають оператори F , *F  для характеристик, 

наведених на рис. 9.1. 

Якщо ввести знакову функцію 

 ( )
1, 0,

0, 0,
1, 0,

x
sign x x

x

+ " >ë
î= =ì
î- " <í

 (9.3) 

де символ "  читається як «для будь-якого», то оператор F  моделі релейної 

характеристики без гістерезису і без зони нечутливості (див. рис. 9.1, а) ма-

тиме вигляд: 

 ( ) ( )1 0x y sign xF = Ö , (9.4) 

а оператор F  моделі релейної характеристики без гістерезису, але з зоною 

нечутливості: 

 ( ) ( ) ( )0
2 0 02

yx sign x x sign x xè øF = - + +ê ú . (9.5) 

Для релейного елемента з гістерезисом (рис. 9.1, в та рис. 9.1, г) харак-

терним є те, що його характеристика має зони неоднозначності, перебування 

в яких залежить не лише від поточних значень x , а й від значень x  в попере-

дні моменти часу. Крім того, цей оператор залежить від параметра s , який 

для релейної характеристики без зони нечутливості має значення: 

 { }0 0,t y ys = - , (9.6) 

а для релейної характеристики з зоною нечутливості: 

 { }0 0, 0,t y ys = - . (9.7) 

З урахуванням викладених зауважень оператор *F  моделі релейної ха-

рактеристики з гістерезисом (рис. 9.1) має вигляд: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )*
0, , 1, 2,i

t t ttx t y sign ib s b s
- + -+

F = Ö =  
(9.8)

 

де для характеристики без зони нечутливості (рис. 9.1, в) 
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 ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

0 0 0 01

0 0 0 0

1,

1,

t
tt

t

x t x x x t x y

x t x x x t x y

s
b s

s

-

-+

-

+ +

+ +

ë > Ù ² > - Ø = = +î= ì
< - Ù - ¢ < Ø = - = -îí

 (9.9) 

та 

 ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

0 0 0 0

2
0 0 0 0

0 0 0 0

1,

0 0,

1

t

t tt

t

x t x x x t x y

x x t x x x t x

x x t x x t x y

l s

b s l l l s

l s

-

- -+

-

+ +

+ +

+ +

ë > Ù ² > Ø = = +
î
î= ¢ < Ù - < < Ø = =ì
î
- ¢ < Ù < - Ø = - = -îí

 (9.10) 

— для характеристики з зоною нечутливості (рис. 9.1, г). 

Символами t+ , t-  позначено значення моменту часу t  за мить після йо-

го досягнення ( t+ ) і за мить до нього ( t- ). 

В подальшому, пам’ятаючи про те, що значення tb  розглядається при 

t t+= , а значення ts  розглядається при t t-= , в загальному вигляді оператор 

моделі релейної характеристики з гістерезисом будемо записувати у вигляді 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )* *, ,i
ttx t xb s b s
-++F =F . (9.11) 

Додаючи в рівняння (9.11) параметр *
0x°  — зміщення вправо або вліво 

по осі x , або додаючи в рівняння (9.11) параметр *
0y°  — зміщення вниз або 

вгору по осі y , можна сформувати модель несиметричної релейної характе-

ристики як з гістерезисом, так і без нього; як з зоною нечутливості, так і без 

неї. 

Ми в цьому навчальному посібнику будемо розглядати моделі лише 

симетричних релейних характеристик. 

Звертаємо увагу на те, що якщо вхідний сигнал x  релейного елемента 

може змінюватись неперервно в заданому діапазоні значень, то вихідний си-

гнал y  може мати лише два ( )0 0,y y-  або три ( )0 0, 0,y y-  значення, які 

з’являються на виході релейного елемента стрибком при досягненні його вхі-

дним сигналом x  порогового значення 0, 0x  чи 0x- . 



 
223 

Ще однією характерною особливістю релейного елемента, яка випли-

ває з попередньої, є те, що при подачі знакозмінного сигналу x  на його вхід 

на виході цього елемента матимемо послідовність імпульсів однакової висо-

ти, але різного знака, різної ширини і з різними проміжками між ними. 

Відзначимо, що якщо вхідний сигнал x  не є випадковим процесом, то 

цілком визначеною буде і вихідна послідовність імпульсів релейного елемен-

та, для якої завжди можна записати математичну модель. 

 

9.2 ʄʘʪʝʤʘʪʠʯʥʽ ʤʦʜʝʣʽ ʥʝʣʽʥʽʡʥʠʭ ʜʠʥʘʤʽʯʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤ ʟ ʨʝʣʝʡʥʠʤʠ 

ʝʣʝʤʝʥʪʘʤʠ 

Структуру будь-якої замкненої нелінійної динамічної системи з одним 

релейним елементом і з негативним зворотним зв’язком завжди можна при-

вести до вигляду, наведеного на рис. 9.3, де РЕ — релейний елемент, а ЛЧ — 

сукупність усіх елементів з лінійними характеристиками «вхід — вихід». 

 

РЕ ЛЧ РЕ 
( )ty  ( )tx  ( )tu  ( )tz  

 
Рисунок 9.3 — Структурна схема замкненої нелінійної динамічної системи 

з одним релейним елементом і з негативним зворотним зв’язком 

Якщо перетворити за Лапласом сигнали ( )u t , ( )x t , ( )y t , ( )z t  та алге-

браїчні і диференціальні чи інтегральні рівняння, що описують лінійну час-

тину ЛЧ, тобто перевести процес створення математичної моделі на компле-

ксну площину, то структурну схему, наведену на рис. 9.3, можна привести до 

вигляду, наведеного на рис. 9.4, де ( )W p  — передаточна функція ЛЧ. 



 
224 

 

РЕ ( )pW  РЕ 
( )pY  ( )pX  ( )pU  ( )pZ  

 
Рисунок 9.4 — Структурна схема замкненої нелінійної динамічної системи 

з одним релейним елементом і з негативним зворотним зв’язком 
на комплексній площині 

Для схеми на рис. 9.4 цілком очевидними є такі співвідношення: 

 ( ) ( ) ( )Z p W p Y p= Ö , (9.12) 

 ( ) ( ) ( )X p U p Z p= - . (9.13) 

Що ж до зв’язку між сигналами x , y  та характеристикою РЕ на ком-

плексній площині, то формально його можна записати як 

 ( ) ( )( ){ }Y p L x t= F  (9.14) 

у випадку математичної моделі РЕ у вигляді (9.1), де { }L ¶  — оператор Лап-

ласа; 

 ( ) ( )( ){ }* ,Y p L x t s= F  (9.15) 

— у випадку математичної моделі РЕ у вигляді (9.2); 

 ( ) ( ) ( )( ){ }* ,Y p L x t b s= F  (9.16) 

— у випадку математичної моделі РЕ у вигляді (9.11). 

Зв’язуючи між собою співвідношення (9.12), (9.13) і (9.14) або (9.15) чи 

(9.16), матимемо для сигналу ( )X p  на вході РЕ: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }X p U p W p L x t= - Ö F , (9.17) 

або 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }* ,x p u p W p L x t s= - Ö F , (9.18) 

або 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }* ,x p u p W p L x t b s= - Ö F . (9.19) 
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Якщо ж викликає цікавість вихідний сигнал ( )Z p  лінійної частини не-

лінійної системи, то, пам’ятаючи, що 

 ( ) ( ) ( )x t u t z t= - , (9.20) 

із співвідношень (9.12) – (9.16) та (9.20) матимемо 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }Z p W p L u t z t= Ö F -è øê ú , (9.21) 

або 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }* ,z p W p L u t z t s= Ö F -è øê ú , (9.22) 

або 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* ,z p W p L u t z t b s= Ö F -è øê ú . (9.23) 

Розглянемо процес отримання вищенаведених співвідношень на двох 

прикладах. 

ʇʨʠʢʣʘʜ 1. Нехай нелінійною динамічною системою, процеси в якій 

хочемо описати, є система регулювання електрорушійної сили ( )e t  генерато-

ра за допомогою вібраційного регулятора на основі релейного елемента. 

 

РЕ Г РЕ 
( )ty  ( )tu  

Я К 
( )ti  ( )tz  0y-  

0y+  
ЛЧ 

( )te  ( )tx  

 
Рисунок 9.5 — Функціональна схема системи регулювання ЕРС генератора 

за допомогою вібраційного регулятора на основі релейного елемента 

Функціональна схема такої системи матиме вигляд, наведений на 

рис. 9.5, на якій: 

Г — генератор, 
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К — котушка електромагніта реле, 

Я — якір електромагніта реле, 

РЕ — контакти реле, 

ЛЧ — лінійна частина системи. 

Як бачите, котушку і якір реле віднесли до лінійної частини системи, а 

контакти — до релейного елемента, що формує релейну характеристику, на-

приклад, виду (9.1), графік якої має вигляд, показаний на рис. 9.1, б. 

Фізично сигнал ( )u t  являє собою переміщення рухомої контактної гру-

пи реле під дією пружини, натяг якої можна змінювати, а сигнал ( )z t  — це 

переміщення тієї ж рухомої контактної групи реле під дією якоря реле, кот-

рий, втягуючись у котушку, переборює дію пружини. 

Якщо ( ) 0z t = , то ( ) ( ) 0x t u t x= >  і одна група контактів реле, яку нази-

вають ʥʦʨʤʘʣʴʥʦ ʟʘʤʢʥʫʪʦʶ, замикається, подаючи напругу 0y+  на обмотку 

збудження генератора, викликаючи цим появу ( )e t . 

Коли ( ) ( ) ( )x t u t z t= -  стає меншим 0x , нормально замкнута контактна 

група реле розмикається і обнуляє напругу на обмотці збудження генератора, 

викликаючи зменшення ( )e t . Зменшення ( )e t  приводить до зменшення ( )z t  

і настає момент, коли ( ) ( ) ( )x t u t z t= -  стає більшим 0x , що приводить до 

замикання нормально замкнутої групи контактів реле. 

Оскільки інерційність як механічної, так і електромагнітної частин реле 

незначна, то частота перемикань контактів реле є високою і різниця 

( ) ( )u t z t-  стабілізується біля 0x , а напруга збудження генератора ( )y t  ста-

білізується біля 0y+ . 

Перейдемо до математичної моделі описаного вище процесу. 

Зв’язок між ЕРС ( )e t  генератора, яка подається на вхід котушки елект-

ромагніта реле, та струмом в котушці, як відомо з теоретичних основ елект-

ротехніки, задається диференціальним рівнянням 1-го порядку, що має ви-

гляд 
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 K K
diT i k e
dt
+ = , (9.24) 

де K
K

K

LT
r
=  — електромагнітна стала часу електромагніта, KL  — індуктив-

ність котушки, а Kr  — активний опір цієї котушки, 1
K

K
k

r
=  — коефіцієнт 

передачі котушки від вхідної напруги до струму в ній. 

Зв’язок між струмом ( )i t  в котушці електромагніта і лінійним перемі-

щенням ( )z t  якоря електромагніта, як відомо з фізики, задається диференці-

альним рівнянням 2-го порядку, що має вигляд 

 2
0 02 Mz z z k ixw w+ + Ö = Ö## # , (9.25) 

де x  — коефіцієнт затухання коливань якоря електромагніта, 0w  — частота 

власних коливань цього якоря, а Mk  — коефіцієнт передачі від струму ( )i t  в 

котушці електромагніта до лінійного переміщення ( )z t  його якоря. 

Зв’язок між напругою ( )y t , що подається на вхід обмотки збудження 

генератора, та ЕРС ( )e t  його якоря, як відомо, задається диференціальним 

рівнянням 1-го порядку, що має вигляд 

 ɻ ɻ
deT e k y
dt
+ = , (9.26) 

де ʆɿɻ
ɻ

ʆɿɻ

LT
r
=  — електромагнітна стала часу обмотки збудження генератора, 

ʆɿɻL  — індуктивність обмотки збудження, ʆɿɻr  — активний опір цієї обмо-

тки, 
*
ɻ

ɻ
ʆɿɻ

kk
r
=  — коефіцієнт передачі від напруги, що подається на вхід об-

мотки збудження генератора, а *
ɻk  — коефіцієнт передачі від струму в обмо-

тці збудження до ЕРС якоря генератора, який визначається з характеристики 

холостого ходу генератора. 
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Для замикання системи рівнянь, що описують систему вібраційного ре-

гулювання ЕРС генератора, функціональна схема якої наведена на рис. 9.5, 

залишилось лише зв’язати вхідний ( )x t  та вихідний ( )y t  сигнали релейного 

елемента РЕ рівнянням виду 

 ( )( )* ,y x t s= F , (9.27) 

конкретний вигляд якого залежить від наявності чи відсутності зони нечут-

ливості та гістерезису. 

 

РЕ ( )pWɻ  РЕ 
( )pY  ( )pU  

( )pWʗ  ( )pI  ( )pZ  

0y+  
ЛЧ 

( )pX  ( )pE  

( )pWK  

 
Рисунок 9.6 — Структурна схема нелінійної динамічної системи 

вібраційного регулювання ЕРС генератора 

Перетворюючи рівняння (9.24), (9.25) та (9.26) за Лапласом і переходя-

чи до передаточних функцій, отримаємо на комплексній площині структурну 

схему системи вібраційного регулювання ЕРС генератора у вигляді, показа-

ному на рис. 9.6, де 

 ( )
1

ɻ
ɻ

ɻ

kW p
T p
=

+
 (9.28) 

— передаточна функція генератора, 

 
1

K
K

K

kW
T p
=

+
 (9.29) 

— передаточна функція котушки електромагніта реле, 

 ( ) 2 2
0 02

ʄ
ʗ

kW p
p pxw w
=

+ +
 (9.30) 
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— передаточна функція якоря електромагніта реле. 

Структурна схема, що наведена на рис. 9.6, легко приводиться до зага-

льного вигляду, показаного на рис. 9.7, де 

 ( ) ( ) ( ) ( )ʃʏ ɻ K ʗW p W p W p W p= Ö Ö  (9.31) 

— передаточна функція лінійної частини системи, яка після підстановки у 

(9.31) виразів (9.28), (9.29), (9.30) набуває вигляду 

 ( )
( ) ( ) ( )2 2

0 01 1 2
ɻ K M

ʃʏ
ɻ K

k k kW p
T p T p p pxw w

Ö Ö
=

+ Ö + Ö + +
. (9.32) 

 

РЕ ( )pWʃʏ  РЕ 
( )pY  ( )pX  ( )pU  ( )pE  

0y+  

 
Рисунок 9.7 — Узагальнена структурна схема системи 

вібраційного регулювання ЕРС генератора 

З врахуванням викладеного вище для системи вібраційного регулюван-

ня ЕРС генератора матимемо такі математичні моделі: 

¶ для сигналу ( )x p  на вході РЕ: 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }*

2 2
0 0

,
1 1 2

ɻ K M

ɻ K

k k kX p U p L x t
T p T p p p

s
xw w

Ö Ö
= - F è øê ú

+ Ö + Ö + +
, (9.33) 

¶ для вихідного сигналу ( )Z p  лінійної частини системи: 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }*

2 2
0 0

,
1 1 2

ɻ K M

ɻ K

k k kZ p L u t z t
T p T p p p

s
xw w

Ö Ö è ø= F -ê ú+ Ö + Ö + +
. (9.34) 

ʇʨʠʢʣʘʜ 2. Нехай нелінійною динамічною системою, процеси в якій 

хочемо описати, є система стабілізації кутової швидкості ( )tw  електродвигу-

на ЕД при змінах у часі моменту технологічного навантаження ( )THM t  елек-

тропривода, функціональна схема якої має вигляд, наведений на рис. 9.8, на 

якій ( )ɼM t  — обертальний момент якоря електродвигуна. 
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ЕД MD  ( )tMTH  ( )tw  

( )tM ɼ  
 

Рисунок 9.8 — Функціональна схема системи стабілізації кутової швидкості 
електродвигуна при змінах у часі моменту технологічного 

навантаження електропривода 

У цій системі регулювання немає релейного елемента в явному вигляді, 

але він неявно формується у зв’язку з наявністю так званого сухого тертя, за 

рахунок якого створюється момент ( )wF , котрий не дозволяє почати рух в 

системі до тих пір, поки ɼM  не стане більшим за ( )wF , і завжди має знак, 

протилежний знаку ɼM . Тобто, у цьому випадку, за рахунок ефекту сухого 

тертя, маємо замість функціональної схеми, наведеної на рис. 9.8, функціона-

льну схему, наведену на рис. 9.9, на якій момент ( )* ,w sF , що виникає за ра-

хунок сухого тертя, описується співвідношенням, що має вигляд 

 ( ) ( )*
0, signw s f wF = Ö . (9.35) 

 

ЕД MD  ( )tMTH  *w  

( )tM ɼ  

РЕ ( )sw ,**F  

 
Рисунок 9.9 — Функціональна схема системи стабілізації кутової швидкості 

електродвигуна при змінах у часі моменту технологічного 
навантаження та при врахуванні сухого тертя 

Якби не було сухого тертя і в’язкого демпферування, то модель руху 

електричного двигуна, як відомо, мала б вигляд 

 ɼ TH
dJ M M
dt
w
= - , (9.36) 
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де w  — кутова швидкість обертання вала ротора електродвигуна, а J  — при-

ведений до цього вала момент інерції махових мас, з ним з’єднаних. 

Але при наявності гальмівних складових, обумовлених в’язким демп-

феруванням та сухим тертям, для моделювання руху електродвигуна замість 

лінійного рівняння (9.36) необхідно використовувати більш складне неліній-

не рівняння 

 ( ),CT ɺɼ CT CT ɼ THJ k M Mw w w sÖ + Ö + F = -# , (9.37) 

в якому ɺɼk  — коефіцієнт в’язкого демпферування, а нижній індекс «ʉʊ» бі-

ля кутової швидкості w  означає, що розглядається її значення, яке враховує 

вплив сухого тертя. 

Рівняння (9.37) легко приводиться до виду 

 ( ),M CT CT ɼʚ ɼ ʊʅ CTT k M ʄw w w sè øÖ + = - -Fê ú# , (9.38) 

де M
ɺɼ

JT
k
=  — електромеханічна стала часу електродвигуна, а 1

ɼʚ
ɺɼ

k
k
=  — 

коефіцієнт передачі електродвигуна від моменту до кутової швидкості з вра-

хуванням в’язкого демпферування. 
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Рисунок 9.10 — Структурна схема в часовій області електричного двигуна, 

навантаженого моментом THM , модель якого враховує 
в’язке демпферування і сухе тертя 

Легко бачити, що графічний образ рівняння (9.38) має вигляд, наведе-

ний на рис. 9.10, в якому враховано те, що 

 ɼ M ʗM k I= Ö , (9.39) 
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 ɼ ɼ
ʗ

ʗ

u e
I

r
-

= , (9.40) 

 ɼe kw w= Ö , (9.41) 

де ʗI  — струм якоря, ɼe  — ЕРС його обертання, ɼu  — напруга, що при-

кладена до його обмотки, ʗr  — активний опір цієї обмотки, а Mk  і kw  — ко-

ефіцієнти, значення яких можна знайти у будь-якому підручнику з електро-

привода. 

Суміщаючи на схемі рис. 9.10 1-ий суматор з 2-им і позбавляючись від 

3-го суматора та переходячи на комплексну площину, матимемо схему, що 

зображена на рис. 9.11. 
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Рисунок 9.11 — Структурна схема на комплексній площині електричного 

двигуна, навантаженого моментом THM , модель якого враховує 
в’язке демпферування і сухе тертя 

У свою чергу, пам’ятаючи, що на схемі (рис. 9.11) ланка з передаточ-

ною функцією  

 ( ) M
ɿɿ

ʗ

k kW p
r
wÖ=  (9.42) 

задає негативний зворотний зв’язок для ланки з передаточною функцією 

 ( )
1

ɼʚ
ɼʚ

M

k
W p

T p
=

+
, (9.43) 

цю схему можна легко привести до схеми, зображеної на рис. 9.12, на якій 



 
233 

 ( )1
M

ʗ

kW p
r
= , (9.44) 

а 

 ( ) 2
2

2

1
11

1

ɼʚ

M

ɼʚM

ʗ M

k
kT pW p kk k T p

r T p
w

+
= =

++ Ö
+

, (9.45) 

де 

 2
ʗ

M
ʗ M ɼʚ

rT T
r k k kw

= Ö
+

, (9.46) 

 2
ʗ

ɼʚ
ʗ M ɼʚ

rk k
r k k kw
= Ö

+
. (9.47) 
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Рисунок 9.12 — Узагальнена структурна схема на комплексній площині 

електричного двигуна, навантаженого моментом THM , модель якого 
враховує в’язке демпферування і сухе тертя 

А далі вчинимо так. 

Спочатку запишемо чому дорівнюватиме різниця *
ɼ THM M- . Зі схеми 

(рис. 9.12) видно, що 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
1ɼ TH ɼ THM p M p M p W p U p M pD = - = Ö - . (9.48) 

Очевидно, що аналогом рівняння (9.48) є рівняння 

 ( ) ( ){ }M p L M tD = D , (9.49) 

в якому 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
1 ɼ THM t L W p U p M p-D = Ö -  (9.50) 
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є оберненим перетворенням Лапласа виразу, який стоїть в правій частині рів-

няння (9.48). 

Враховуючи співвідношення (9.49) і (9.50), маємо право структурну 

схему рис. 9.12 подати у вигляді, зображеному на рис. 9.13. 

 ( )pMD  

РЕ 

( )pʉʊw  
( )pW2  

 
Рисунок 9.13 — Еквівалентна структурна схема на комплексній площині 

електричного двигуна, навантаженого моментом THM , 
модель якого враховує в’язке демпферування і сухе тертя 

Із схеми рис. 9.13 видно, що вже звели початкову структуру нелінійної 

динамічної системи, графічно заданої на рис. 9.10, до структури, що склада-

ється лише з лінійної частини і релейного елемента. 

Але для аналізу релейних систем зручніше, щоб суматор був на вході 

релейного елемента. Тож здійснимо ще одне структурне перетворення схеми, 

показаної на рис. 9.13, — перенесемо суматор з входу ланки з передаточною 

функцією ( )2W p  на її вихід. В результаті цього переносу отримаємо схему, 

зображену на рис. 9.14. 
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Рисунок 9.14 — Структурна схема, яка є еквівалентною схемі, показаній на 

рис. 9.13, але з суматором, перенесеним на вхід 
релейного елемента  
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На рис. 9.14 маємо, як і в схемі на рис. 9.3, класичне для аналізу 

з’єднання релейного елемента та лінійної частини. 

Для цієї схеми є справедливим: 
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 (9.51) 

Система рівнянь (9.51) і є математичною моделлю електричного двигу-

на, навантаженого моментом THM , моментом від в’язкого демпферування 

ɺɼk wÖ  та моментом від сухого тертя ( ),w sF , з приведеним до входу релей-

ного елемента суматором. 

Як бачимо, синтез цієї моделі зводиться до визначення передаточної 

функції лінійної частини нелінійної динамічної системи і перерахунку її зов-

нішніх сигналів до входу релейного елемента. 

 

9.3 ɸʥʘʣʽʟ ʧʨʦʮʝʩʽʚ ʚ ʥʝʣʽʥʽʡʥʠʭ ʜʠʥʘʤʽʯʥʠʭ ʩʠʩʪʝʤʘʭ ʟ ʨʝʣʝʡʥʠʤʠ 

ʝʣʝʤʝʥʪʘʤʠ 

Нехай релейний елемент РЕ (рис. 9.15, а) має характеристику, що зо-

бражена на рис. 9.1, а, яка для зручності повторена на рис. 9.15, б. 

На рис. 9.15 легко бачити, що яким би не був вхідний сигнал ( )x t  

(рис. 9.15, в) релейного елемента, його вихідний сигнал ( )y t  завжди являти-

ме собою послідовність імпульсів однієї і тієї ж висоти 0y , знак кожного із 

яких визначатиметься знаком функції ( )x t  між двома сусідніми значеннями 

kt  і 1kt +  аргументу t , в яких ця функція перетинає вісь абсцис, а протяжність 
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 1 , 0,1,k k kt t t k+D = - = 2  (9.52) 

дорівнюватиме відрізку часу між цими сусідніми його значеннями kt  і 1kt + . 
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Рисунок 9.15 — Графічна інтерпретація формування вихідного сигналу 

релейного елемента без зони нечутливості і гістерезису 
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Рисунок 9.16 — Графічна інтерпретація формування вихідного сигналу 

релейного елемента з зоною нечутливості, але без гістерезису 

Якщо ж релейний елемент РЕ (рис. 9.16, а) має характеристику, що зо-

бражена на рис. 9.1, б, яка для зручності повторена на рис. 9.16, б, то, очеви-
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дно, що його реакцією на вхідний сигнал ( )x t  (рис. 9.16, в) буде вихідний си-

гнал ( )y t , зображений на рис. 9.16, г. 

Ми знову маємо знакозмінну послідовність імпульсів однакової висоти 

0y , але протяжність кожного з них буде меншою від значення, що задається 

формулою (9.52). А між кожною парою сусідніх імпульсів з’являється про-

міжок часу, в який вихідний сигнал ( )y t  релейного елемента дорівнює нулю. 

Тепер розглянемо випадок, коли релейний елемент РЕ (рис. 9.17, а) має 

характеристику, що зображена на рис. 9.1, в, яка для зручності повторена на 

рис. 9.17, б. 

Очевидно, що у цьому випадку реакцією релейного елемента РЕ на вхі-

дний сигнал ( )x t  (рис. 9.17, в) буде вихідний сигнал ( )y t , зображений на 

рис. 9.17, г. 
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Рисунок 9.17 — Графічна інтерпретація формування вихідного сигналу 

релейного елемента з гістерезисом, але без зони нечутливості 

На відміну від попереднього, у цьому випадку не буде нульових зна-

чень вихідного сигналу ( )y t , але на відміну від випадку, який розглянули 

найпершим, кожний наступний імпульс буде з’являтись не в момент перехо-
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ду сигналу ( )x t  через нуль, а з запізненням, значення якого залежатиме як 

від форми сигналу ( )x t , так і від ширини 02x  гістерезисної петлі. 

Останнім розглянемо випадок, коли релейний елемент має характерис-

тику, що зображена на рис. 9.1, г, яка для зручності повторена на рис. 9.18, б. 

Очевидно, що і в цьому випадку вихідний сигнал ( )y t  релейного еле-

мента матиме вигляд знакозмінної послідовності імпульсів однакової висоти, 

але, як і у випадку, розглянутому другим, тут матимуть місце проміжки часу 

з нульовим значенням вихідного сигналу ( )y t  між сусідніми імпульсами, і, 

одночасно, як і у випадку, розглянутому третім, тут матиме місце запізнення 

появи кожного наступного імпульсу. 
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Рисунок 9.18 — Графічна інтерпретація формування вихідного сигналу 

релейного елемента з зоною нечутливості і гістерезисом 

Усі розглянуті випадки об’єднує одне — релейний елемент створює на 

вході лінійної частини нелінійної динамічної системи знакозмінну послідов-

ність імпульсів однакової висоти. А це, в свою чергу, означає, що вихідний 

сигнал лінійної частини нелінійної системи, який одночасно є і складовою 

вхідного сигналу релейного елемента (рис. 9.3), можна знайти як суму реак-

цій лінійної частини нелінійної динамічної системи на кожний із імпульсів 

вхідної імпульсної знакозмінної послідовності. 



 
239 

Тож, як бачимо, задача аналізу суттєво нелінійної динамічної системи з 

релейним елементом зводиться до: 

1) пошуку моментів , 0,1,kt k = 2 переключення релейного елемента 

під дією вхідного сигналу ( )x t ; 

2) перетворення за Лапласом суми імпульсів знакозмінної послідовнос-

ті, яка з виходу РЕ надходить на вхід лінійної частини системи; 

3) оберненого перетворення за Лапласом вихідного сигналу лінійної 

частини системи, заданого в залежності від форми характеристики релейного 

елемента одним із співвідношень (9.21), (9.22) або (9.23). 

Для конкретизації цього поки що загального алгоритму розв’язання за-

дачі аналізу суттєво нелінійних динамічних систем з релейним елементом 

припустимо спочатку, що нам уже відомі моменти , 0,1,kt k = 2переключен-

ня релейного елемента, що має характеристику ( )y x= F , показану 

рис. 9.15, б. 

Тоді модель імпульсу висотою ( ) 01 k y- Ö  і протяжністю ktD  (9.52) у ча-

совій області матиме вигляд: 

 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( )

0 1

1

1 1 1 ,

,

kk k k
k k

k
k k

y t y t t t t

t t t

+

+

= - Ö Ö - - -

< ¢
 

(9.53)
 

де ( )1 t  — це одинична східчаста функція, для якої справедливо 

 ( )
1, 0,

1
0, 0.

t
t

t
²ë

= ì <í
 (9.54) 

Про що уже зазначалось раніше, але для зручності повторили і тут. 

Перетворюючи за Лапласом вираз (9.53), отримаємо 
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è ø= - Ö Ö - - - Ö =é ùê ú

è ø
= - Ö Ö - - -é ù

é ùê ú
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ñ

ñ ñ  (9.55) 
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Роблячи заміну змінних у першому інтегралі ( )k
kt tq = - , а у другому 

інтегралі ( )
1

k
kt tt += - , із (9.55) отримаємо 
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+

è ø
é ù= - Ö Ö Ö - Ö =
é ù
ê ú

è ø
= - Ö Ö Ö Ö - Ö Ö =é ù

é ùê ú

- Ö è ø= -ê ú

< ¢

ñ ñ

ñ ñ

(9.56)

 

Узагальнюючи результат (9.56) на суму із n  імпульсів, що слідують 

один за одним щільно, тобто без проміжків, матимемо: 

 
( )( ) ( )

( )

1
1 1

0

0 0

1

1 ,

.

k k
n n kk pt pt

k k
k

k k

yL y t e e
p

t t t
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ë ûî î è ø= - Ö -ì ü ê úî îí ý

< ¢

ä ä
 

(9.57)
 

Співвідношення, очевидно, буде справедливим для зображення за Лап-

ласом вихідного сигналу релейного елемента з характеристикою, показаною 

на рис. 9.15, б. Тобто справедливою є тотожність 

 ( )( ){ } ( ) 1
1

0

0
1 k k

n
k pt pt

k

yL x t e e
p

+

-
- -

=

è øF = - Ö -ê úä . (9.58) 

Пам’ятаючи, що 

 ( ) ( ) ( )x t u t z t= - , (9.59) 

що випливає із структурної схеми рис. 9.3, із співвідношень (9.21) і (9.58) ма-

тимемо: 

 ( ) ( ) ( ) 1
1

0

0
1 k k

n
k pt pt

k

yZ p W p e e
p

+

-
- -

=

è ø= Ö - Ö -ê úä , (9.60) 

або 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

0
0

1 k k
n
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k

W p W p
Z p y e e

p p
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-
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У першій частині цього навчального посібника було показано, що зо-

браження за Лапласом перехідної характеристики ( )h t  системи має вигляд: 

 ( ){ } ( ) ( )
0

pt W p
L h t h t e dt

p

¤
-= Ö =ñ . (9.62) 

Знайдемо, чому дорівнюватиме зображення за Лапласом зміщеної на 

час kt  перехідної характеристики цієї ж системи. 

З означення — 

 ( ){ } ( )
0

pt
k kL h t t h t t e dt

¤
-- = - Öñ . (9.63) 

Здійснимо у (9.63) заміну змінної. Нехай 

 kt t q- = , (9.64) 

тоді 

 
,

0 .k

dt d
t t

q
q

=ë
ì = ­ = -í

 (9.65) 

З врахуванням (9.64) і (9.65) з (9.63) отримаємо: 
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(9.66)

 

Отримавши співвідношення (9.66), отримуємо водночас і право записа-

ти його з використанням оберненого перетворення Лапласа у такому вигляді: 

 ( ) ( )1 kpt
k

W p
h t t L e

p
-- ë û

- = ì ü
í ý

. (9.67) 

Якщо маємо зображення за Лапласом вихідного сигналу ( )Z p , то, за 

означенням, його оригіналом у часовій області буде 

 ( ) ( ){ }1z t L Z p-= . (9.68) 

Підставляючи у (9.68) вираз (9.61), матимемо: 
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З врахуванням (9.67), співвідношення (9.69) можна переписати так: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

1

0 1
0

1

1 ,

,

n k
k k

k

k k

z t y h t t h t t

ʜʣʷ t t t

-

+
=

+

è ø= Ö - Ö - - -ê ú

< ¢

ä  
(9.70)

 

або 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0 1
0

0 1

1

0 1 0
0

1

1

1

1 1 ,

.

n
k

k k
k

n
n n

n k n
k k n

k

n n

z t y h t t h t t

y h t t h t t

y h t t h t t y h t t

ʜʣʷ t t t

-

+
=

+

-

+
=

+

è ø= Ö - Ö - - - +ê ú

è ø+ Ö - Ö - - - =ê ú

è ø= Ö - Ö - - - + Ö - Ö -ê ú

< ¢

ä

ä
 

(9.71)

 

Враховуючи, що 

 0 0t =  (9.72) 

(це випливає з рис. 9.15), рівняння (9.71) можна переписати і так: 
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Для наочності розпишемо вираз (9.73) для трьох значень n . 

Нехай 0n = , тоді  
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0 1
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z t y h t
t t t
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(9.74)
 

Нехай 1n = , тоді: 

 
( ) ( ) ( )0 0 1
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Нехай 2n = , тоді: 

 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 2

2 3

2 2 ,
.

z t y h t y h t t y h t t
t t t

= Ö - Ö - + Ö -

< ¢
 

(9.76)
 

А знаючи вихідний сигнал лінійної частини системи ( )z t , при задано-

му керувальному сигналі ( )u t , за допомогою виразу (9.59) легко знаходимо 

значення ( )x t  сигналу на вході релейного елемента РЕ (рис. 9.3) для будь-

якого моменту часу t . 

Усі викладки, що присвячені отриманню математичних моделей, необ-

хідних для аналізу нелінійних динамічних систем з релейними елементами, 

зроблені за умови, що відомими є моменти переключення , 0,1,kt k = 2  ре-

лейного елемента. 

Тож, для побудови замкненого алгоритму аналізу даного класу систем 

необхідно цей алгоритм доповнити способом визначення моментів переклю-

чення релейного елемента. 

Із рис. 9.15 легко бачити, що моменти переключення , 0,1,kt k = 2  ре-

лейного елемента, на вхід якого надходить сигнал ( )x t , є коренями рівняння 

 ( ) 0kx t = , (9.77) 

яке після підстановки в (9.77) виразу (9.59) набуває вигляду 

 ( ) ( )k ku t z t= . (9.78) 

В рівнянні (9.78), нагадаємо, ( )u t  — керувальний сигнал, що подається 

на вхід системи, а ( )z t  — вихідний сигнал її лінійної частини. 

Із виразів (9.78) і (9.74) легко бачити, що момент 1t  першого переклю-

чення РЕ після включення системи в роботу шляхом подачі керувального си-

гналу ( )u t  знаходиться з рівняння 

 ( ) ( )1 0 1u t y h t= Ö , (9.79) 
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в якому ( )h t  — попередньо знайдена експериментально чи оберненим пере-

творенням Лапласа виразу (9.62) перехідна характеристика лінійної частини 

системи, що аналізується. 

Оскільки в проміжку часу 1 2t t t< ¢  для сигналу ( )z t  справедливим є 

рівняння (9.75), то момент переключення 2t  можна знайти з рівняння 

 ( ) ( ) ( )2 0 2 0 2 12u t y h t y h t t= Ö - Ö - , (9.80) 

яке отримуємо підстановкою (9.75) у (9.78). 

Аналогічно, момент переключення 3t  знайдемо з рівняння 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 0 3 0 3 1 0 3 22 2u t y h t y h t t y h t t= Ö - Ö - + Ö - , (9.81) 

яке отримуємо підстановкою виразу (9.76) у (9.78). 

Узагальнюючи, можна стверджувати, що будь-який ( )1n + -ий момент 

переключення РЕ може бути знайдений з рівняння 
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(9.82)

 

яке отримуємо, підставляючи вираз (9.73) у (9.78). 

Із рис. 9.15 видно, що вхідний сигнал ( )x t  релейного елемента в мо-

мент 1t  першого переключення має похідну ( )1x t#  з від’ємним знаком, а в мо-

мент 2t  другого переключення — з додатним знаком. І далі знаки у похідній 

чергуються. 

В загальному вигляді це чергування знака похідної ( )kx t#  сигналу ( )x t  

в точках переключення можна задати умовою 

 ( ) ( )1 0,
1, 2, 3, ,

k
kx t

k
Ö - >

=

#

2
, (9.83) 

або (з врахуванням виразу (9.59)) умовою 

 ( ) ( ) ( )1 0,

1, 2, ,

k
k ku t z t

k

è ø- Ö - >ê ú
=

# #

2
 

(9.84)
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яку називають ʫʤʦʚʦʶ ʥʘʣʝʞʥʠʭ ʥʘʧʨʷʤʢʽʚ ʧʝʨʝʢʣʶʯʝʥʴ. 

ɺʘʞʣʠʚʝ ʟʘʫʚʘʞʝʥʥʷ: аби не пропустити якийсь момент переключен-

ня, рівняння (9.82) необхідно розв’язувати методом послідовних наближень з 

достатньо малим кроком ітерації. 

Тепер розглянемо питання стосовно того, яких змін зазнає алгоритм 

аналізу релейних динамічних систем, якщо релейний елемент матиме харак-

теристику, відмінну від показаної на рис. 9.15, б. 

Почнемо розгляд з систем з релейною характеристикою, наведеною на 

рис. 9.17, б. 

Легко бачити, що у цьому випадку знакозмінна імпульсна послідов-

ність ( )y t  на виході релейного елемента РЕ має такий самий характер, як і у 

вже розглянутому випадку. Відмінність лише в рівнянні, за допомогою якого 

знаходяться моменти переключень , 1, 2,kt k = 2 . 

Із рис. 9.17, в видно, що рівняння для визначення моментів переклю-

чень , 1, 2,kt k = 2  у цьому випадку матиме вигляд 

 ( ) ( ) 01 ,
1, 2, ,

k
kx t x
k
= - Ö

= 2
 

(9.85)
 

або (з врахуванням (9.59)) 

 ( ) ( ) ( ) 01 k
k ku t z t x- = - Ö , (9.86) 

що еквівалентно 

 ( ) ( ) ( )01 ,
1, 2, .

k
k ku t x z t

k
- - Ö =

= 2
 

(9.87)
 

Із того ж рис. 9.17, в видно, що умова належних напрямків переклю-

чень залишається такою ж, як і в попередньому випадку і задається тими ж 

виразами (9.83), (9.84). 

Що ж стосується сигналу ( )z t  на виході лінійної частини релейної не-

лінійної системи даного класу, то для нього є справедливими ті ж вирази 
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(9.73) – (9.76), що і для того випадку, для якого ці вирази отримані і які зо-

бражено на рис. 9.15. 

Тепер перейдемо до аналізу релейних динамічних систем з релейними 

характеристиками, показаними на рис. 9.16, б і рис. 9.18, б. 

Легко бачити, що знакозмінна імпульсна послідовність ( )y t  на виході 

релейного елемента в обох цих випадках має один і той же характер, що не 

дивно, оскільки релейну характеристику, яка наведена на рис. 9.16, б, можна 

отримати з релейної характеристики, що наведена на рис. 9.18, б, при 1l = . 

Тож достатньо розглянути випадок, показаний на рис. 9.18. Зробимо це. 

Нехай 1 2 3, , ,t t t 2  — це моменти переключення, які виникають у моме-

нти переходу сигналу ( )x t  через пороги 0x° , а 1 2 3, , ,t t t¡ ¡ ¡ 2  — через пороги 

0xl° . 

Із рис. 9.18, в можна бачити, що усі ці моменти є коренями рівнянь: 

 ( ) ( ) 01 k
kx t x= - Ö , (9.88) 

 ( ) ( ) 1
01 ,

1, 2, ,

k
kx t x

k
l+¡ = - Ö

= 2
 

(9.89)
 

які за допомогою виразу (9.59) трансформуються у рівняння: 

 ( ) ( ) ( )01 ,k
k ku t x z t- - Ö =  (9.90) 

 ( ) ( ) ( )0 01 ,
1, 2, .

k
k ku t x z t

k
l¡ ¡+ - Ö =

= 2
 

(9.91)
 

Очевидно (рис. 9.18, в), що умова належних напрямків переключень 

для обох цих випадків буде задаватись однаковими за структурою виразами, 

аналогічними (9.83) і (9.84), а саме: 

 ( ) ( )1 0k
kx t Ö - ># , (9.92) 

 ( ) ( )1 0,
1, 2, ,

k
kx t
k

¡ Ö - >

=

#

2
 (9.93) 

або (з врахуванням виразу (9.59)): 
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 ( ) ( ) ( )1 0k
k ku t z tè ø- Ö - >ê ú# # , (9.94) 

 ( ) ( ) ( )1 0,

1, 2, .

k
k ku t z t

k

¡ ¡è ø- Ö - >ê ú
=

# #

2
 (9.95) 

Дивлячись на рівняння (9.90), (9.91), бачимо, що при заданих ( )u t , 0x , 

l  для їх розв’язання відносно kt  і kt¡ , 1, 2,k = 2 необхідно знати вихідний 

сигнал ( )z t  лінійної частини (ЛЧ) релейної динамічної системи. 

Перш ніж перейти до виведення розрахункових співвідношень для сиг-

налу ( )z t  звертаємо увагу на те, що він формується лише за рахунок впливу 

імпульсів висотою ( ) 01 k y- Ö  між моментами kt  і 1kt +¡ , оскільки між момента-

ми 1kt +¡  і 1kt +  вхідний сигнал ( )y t  дорівнює нулю. 

Як знайти реалізацію ( )z t  ЛЧ системи на таку послідовність імпульсів 

уже відомо (див. вирази (9.53) – (9.71), в яких усюди 1kt +  необхідно замінити 

на 1kt +¡ ). Тобто маємо право записати: 
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0
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k k n
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n n

z t y h t t h t t y h t t
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-

+
=

+
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¡< ¢

ä  
(9.96)

 

А для проміжку часу 1 1n nt t t+ +¡ < ¢  рівняння (9.96) набуває вигляду 

 
( ) ( ) ( ) ( )0 1

0

1 1

1 ,

.

n k
k k

k

n n

z t y h t t h t t

t t t

+
=

+ +

¡è ø= Ö - Ö - - -ê ú

¡ < ¢

ä  
(9.97)

 

Пам’ятаючи, що 0 0t = , розкриваємо (9.96), (9.97) для трьох значень n . 

Нехай 0n = , тоді: 

ʜʣʷ 0 1t t t¡< ¢ : 

 ( ) ( )0z t y h t= Ö , (9.98) 

ʜʣʷ 1 1t t t¡ < ¢ : 

 ( ) ( ) ( )0 0 1z t y h t y h t t¡= Ö - Ö - . (9.99) 
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Нехай 1n = , тоді: 

ʜʣʷ 1 2t t t¡< ¢ : 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 1z t y h t y h t t y h t t¡= Ö - Ö - - Ö - , (9.100) 

ʜʣʷ 2 2t t t¡ < ¢ : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 1 0 2z t y h t y h t t y h t t y h t t¡ ¡= Ö - Ö - - Ö - + Ö - . (9.101) 

Нехай 2n = , тоді: 

ʜʣʷ 2 3t t t¡< ¢ : 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0 1 0 1

0 2 0 2 ,

z t y h t y h t t y h t t

y h t t y h t t

¡= Ö - Ö - - Ö - +

¡+ Ö - + Ö -
 

(9.102)
 

ʜʣʷ 3 3t t t¡ < ¢ : 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0 1 0 1

0 2 0 2 0 3 .

z t y h t y h t t y h t t

y h t t y h t t y h t t

¡= Ö - Ö - - Ö - +

¡ ¡+ Ö - + Ö - - Ö -
 

(9.103)
 

Для знаходження моменту переключення 1t¡  необхідно у вираз (9.91) 

підставити значення ( )z t  із (9.98) і розв’язати відносно 1t¡  отримане рівняння 

 ( ) ( )1 0 0 0 1u t x y h tl¡ ¡- = Ö . (9.104) 

Аналогічно, для знаходження моменту переключення 1t  необхідно у 

вираз (9.90) підставити значення ( )z t  із (9.99) і розв’язати відносно 1t  отри-

мане рівняння 

 ( ) ( ) ( )1 0 0 1 0 1 1u t x y h t y h t t¡- = Ö - Ö - . (9.105) 

Для знаходження наступних моментів переключень необхідно рекурен-

тно продовжити цей процес отримання і розв’язання рівнянь спочатку стосо-

вно kt¡ , а потім стосовно kt , починаючи з 2k = . 

Очевидно, що всі отримані в цьому випадку співвідношення будуть 

справедливими і при 1l = . А саме при такому значення l  релейний елемент, 

зображений на рис. 9.18, а, з релейною характеристикою, наведеною на 

рис. 9.18, б, перетворюється на релейний елемент, зображений на рис. 9.16, а, 

з релейною характеристикою, наведеною на рис. 9.16, б. 
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Тож, для аналізу релейних динамічних систем з релейною характерис-

тикою, зображеною на рис. 9.18, б, необхідно використовувати всі отримані 

вище математичні моделі, починаючи з (9.88), поклавши 1l =  в тих із них, 

які цей параметр мають у своїй структурі. 

На завершення розділу зауважимо, що аналіз релейних динамічних си-

стем з несиметричними релейними характеристиками, наприклад, такими, як 

показано на рис. 9.19, майже нічим не відрізняється від вищевикладеного. 

 y

x

0y

*y

 
Рисунок 9.19 — Приклад несиметричної релейної характеристики 

Єдине, чим доповнюється алгоритм аналізу таких систем, є те, що у ви-

хідному сигналі ( )z t  лінійної частини системи з’являється додатковий член 

 ( ) ( )*
0ʜz t y y h t= Ö Ö , (9.106) 

який характеризує реакцію лінійної частини системи з перехідною характе-

ристикою ( )h t  на усталений вплив *y  релейного елемента, характеристика 

якого центрована цим значенням. Тобто у цьому випадку для сигналу ( )z t  

замість моделей (9.70) і (9.71) необхідно використовувати моделі, відповідно: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
*

0 1
0

1

1 ,

;

n k
k k

k

k k

z t y y h t h t t h t t

t t t

-

+
=

+

ë ûî îè ø= Ö Ö + - Ö - - -ì üê ú
î îí ý

< ¢

ä  
(9.107)

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

*
0 1

0

1

1 1 ,

.

n k n
k k n

k

n n

z t y y h t h t t h t t h t t

t t t

-

+
=

+

ë ûî îè ø= Ö Ö + - Ö - - - + - Ö -ì üê ú
î îí ý

< ¢

ä (9.108)
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Аналогічні поправки до отриманих моделей сигналу ( )z t  будуть мати 

місце і при несиметризації інших із розглянутих симетричних релейних хара-

ктеристик. 

 

9.4 ɿʘʚʜʘʥʥʷ ʜʣʷ ʩʘʤʦʧʝʨʝʚʽʨʢʠ 

1. Що собою являють релейні динамічні системи і де вони знаходять 

застосування? Наведіть приклади. 

2. Який вигляд має релейна характеристика без зони нечутливості і гі-

стерезису? Як виглядає її математична модель? 

3. Який вигляд має релейна характеристика з зоною нечутливості, але 

без гістерезису? Як виглядає її математична модель? 

4. Який вигляд має релейна характеристика без зони нечутливості, але 

з гістерезисом? Як виглядає її математична модель? 

5. Який вигляд має релейна характеристика з зоною нечутливості і гі-

стерезисом? Як виглядає її математична модель? 

6. Які дві характерні особливості релейних динамічних систем, 

пов’язані з вихідним сигналом їхнього релейного елемента, ви знаєте? 

7. Як виглядають функціональна і структурна схеми релейної динамі-

чної системи, придатні для аналізу процесів в ній? 

8. Отримайте в загальному вигляді математичну модель вхідного сиг-

налу релейного елемента релейної динамічної системи. 

9. Отримайте в загальному вигляді математичну модель сигналу на 

виході лінійної частини релейної динамічної системи. 

10. Продемонструйте процес отримання математичної моделі релейної 

динамічної системи на прикладі системи вібраційного регулювання електро-

рушійної сили генератора. 

11. Продемонструйте процес отримання математичної моделі релейної 

динамічної системи на прикладі системи стабілізації кутової швидкості елек-

тродвигуна електропривода. 
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12. Побудуйте графіки вхідного та вихідного сигналів релейного еле-

мента: 

¶ без зони нечутливості і гістерезису; 

¶ з зоною нечутливості, але без гістерезису; 

¶ з гістерезисом, але без зони нечутливості; 

¶ з зоною нечутливості і гістерезисом. 

13. В чому суть аналізу релейної динамічної системи? Що треба знати? 

14. Виведіть математичні співвідношення, за допомогою яких можна 

здійснити аналіз релейної динамічної системи, що має релейну характерис-

тику без зони нечутливості і без гістерезису. 

15. З яких рівнянь знаходяться моменти переключень релейного елеме-

нта? 

16. Що собою являє умова належних напрямків переключень? 

17. В чому відмінність аналізу релейних динамічних систем з релейни-

ми елементами без зони нечутливості і без гістерезису та без зони нечутливо-

сті, але з гістерезисом? 

18. Яка особливість аналізу релейних динамічних систем з релейним 

елементом, що має і зону нечутливості, і гістерезис? 

19. Як можна використати математичні моделі, що розроблені для ви-

падку релейної характеристики з зоною нечутливості і гістерезисом, для ана-

лізу релейних динамічних систем, що мають релейну характеристику з зоною 

нечутливості, але без гістерезису? 

20. Продемонструйте знання алгоритму визначення моментів переклю-

чень релейного елемента, визначивши декілька перших моментів. 

21. Як аналізувати релейні динамічні системи з несиметричними ре-

лейними характеристиками? Наведіть приклад. 
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ʇɯɼʉʋʄʂʀ 

У першій частині навчального посібника показано, як побудувати ма-

тематичні моделі лінійних детермінованих неперервних та дискретних дина-

мічних систем із зосередженими параметрами. 

Розкриті особливості синтезу математичних моделей у часовому прос-

торі, на комплексній площині, у частотній області та у просторі змінних ста-

ну. 

Моделі синтезуються у класі диференціальних та різницевих рівнянь, 

передаточних функцій та частотних характеристик із використанням як пря-

мих алгоритмів обробки інформації, так і оптимальних. 

Обґрунтовано і доведено до розрахункових співвідношень і алгоритму 

застосування Фур’є-інтегральний метод ідентифікації динамічних систем, 

який є єдиним методом ідентифікації, що дозволяє визначити одночасно і за 

одним алгоритмом як оптимальні значення параметрів математичної моделі, 

так і її оптимальну структуру. 

У другій частині навчального посібника показано, як побудувати мате-

матичні моделі лінійних динамічних системах із зосередженими параметра-

ми, в яких має місце високий рівень зовнішніх завад та внутрішніх шумів, що 

змушує відносити їх до класу стохастичних систем. 

Розкрито особливості синтезу математичних моделей лінійних динамі-

чних систем на основі кореляційної теорії стаціонарних випадкових процесів, 

для яких виконується умова ергодичності. 

Показано, як будувати алгоритми ідентифікації стохастичних систем на 

основі Фур’є-інтегрального методу. 

Запропоновано моделі часових рядів, за допомогою яких можна здійс-

нювати прогнозування розвитку динамічних процесів, що належать до класу 

стохастичних. 

Викладена у стислому, але доступному вигляді загальна теорія синтезу 

математичних моделей стохастичних лінійних динамічних систем з зосере-
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дженими параметрами, оптимальних за критерієм мінімуму середніх втрат, 

основи якої закладені Я. З. Ципкіним. 

У третій частині навчального посібника показано, як будувати матема-

тичні моделі нелінійних динамічних систем взагалі і релейних систем зокре-

ма. 

Викладено теорію і алгоритм застосування Фур’є-інтегрального методу 

для ідентифікації нелінійних динамічних систем з аналітичними нелінійнос-

тями. 

Наведено алгоритми аналізу процесів в релейних динамічних системах 

з використанням перетворення за Лапласом характеристик їх лінійних час-

тин. 

Здійснено аналіз особливостей ідентифікації лінійних динамічних сис-

тем з розподіленими параметрами і синтезована найбільш загальна матема-

тична модель цього класу систем. 

Побудовані також математичні моделі таких об’єктів з розподіленими 

параметрами, як довгі електричні лінії, кабелі зв’язку, гідравлічні та пневма-

тичні трубопроводи, теплопроводи, троси, лінії затримки, конвеєри і хімічні 

реактори. Наведено алгоритми їх аналізу і як самодостатніх об’єктів, і як 

структурних ланок систем автоматичного регулювання в умовах дії як дете-

рмінованих, так і стохастичних вхідних сигналів. 
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